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Yorrede. 



Wenn anch die WisBenscbalben in steter Ent- 

wic Kclung begriffen sind und namentlich die Matlieniatik 
zu ihren Wahrheiten stets auf neuen Wegen zu gelangen 
oder dieselben auch als besondere iMe höherer Gesetze 
aufzufassen sucht, so sind doch einzelne Disciplinen im 
Grossen und Ganzen als abgeschlossen zu betrachten, so 
dass z. B. Niemand erwarten wird, es könnte die Lehre 
von den Kreisfunctionen mit ihren Anwendungen auf die 
Trigonometiie in nächster Zeit eine wesentliche Aende- 
rung erleiden, selbst wenn die mathematiBche Forschimg 
einen ungewöhnlich raschen Aufschwung nehmen sollte. 
Eben so haben auch die Arbeiten der Mathematiker in 
einem höher liegenden Gebiete, welche bereits länger als 
ein Jahrhundert andauern, hauptsächlich durch Jacobfs 
Leistungen, eine so krystaliiuisch feste Gestalt gewon- 
nen, dass sie auf lange Z&t einer wesentlichen Umge- 
staltung zu widerstehen scheinen. 



Wir glauben in der That, dass wenn auch der Ein- 
gang zu Jacobi's Thetafunctionen von verschiedenen Sei- 
ten möglich ist, doch das Grebäude schon so fest geord- 
net erscheint, daAs Jeder sich schnell orientiren wiid, 
der bereits einmal in das Innere eingeführt worden ist. 
Das vorliegende Buch macht nun keinen weiteren An- 
spruch, als ein Führer zu sein in die Bechnung mit den 
Tlietafunctioneu, unbekümmert claruin, ob es aucli iiocli 
viele andere Wege dahin giebt, die vielleicht auch noch 
andere Gesichtspunkte eröfihen, auf Gebiete, die in weiter 
Ferne begen und deswegen eine wohlbekannte Anzie- 
hungskraft ausüben. 

Der YerfiGUBser beabsichtigt mit seinem Buche mehr 
das Können, als das Wissen seiner Leser zu fördera, 
und verfolgt also recht eigentlich praktische Zwecke. 
Die Mechanik, die Astronomie und die Physik fordern 
von der Mathematik die Tx>8ung bestimmter Aufgaben, 
und unser Buch soll zeigen, wie man, nach dem Vor- 
gänge Jacobfs, mit Hülfe der Theorie der Thetafdnc- 
tionen viele derselben leichter und voUstämdig^ r zu lösen 
vermag, als dies bisher mit den bekannten Eechnungs- 
operationen möglich war. £r betrachtet die Thetafanc- 
tioneji als ein neues, noch wenig bekanntes Instrument, 
dessen Handhabung zuerst studirt werden sollte, che 
man es g^n ein noch neueres vertauscht, mit dem in 
vielen FftUen nicht mehr als mit dem alten geleistet 
wird, besonders dann, wenn man dieses gut zu führen 
versteht 

Jeder Lehrer weiss, dass Schüler einer Wissenschaft 
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am besten gefördert werden, wenn mau sie zunächst in 
einen Gedankenkreis ron ttbersidbtlichem Umftnge ein- 
weiht, und ihnen Gelegenheit gicbt, durch Ausführung 
vorgescliricbener Operationen sich JLhres Besitzes bewusst 
zu werden. Das nicht sehr alte ,,exempla plus prosunt 
quam praecepta" wird in neueren Lehrbüchern sehr häufig 
vergessen. 

Die erste Anregung, die vorli^nde Arbeit zu über- 
nehmen, gab uns vor längerer Zeit ein Heft über die 
Theorie der elliptischen Functionen, welches Herr Dr. 
Borchardt während seiner Studienzeit in Königsberg nach 
einer Vorlesung Jaoobi's ausgearbeitet hat. Wenn auch 
in diesem Hefte ein anderer Ausgangspunkt gewählt ist, 
und die Wege, die eingeschlagen worden sind, so wie 
selbst die Ziele, die erreicht werden sollten, wesentlich 
andere sind, als in diesem Buche, so darf doch nicht 
unerwähnt bleiben, dass uns die Kenntniss dieses Hef- 
tes, welche wir der freundlichen Gefälligkeit des Herrn 
Dr. Borchardt verdanken, von grossem Nutzen gewesen 
ist Ausserdem haben wir nut Vortheil fUr unsere Arbeit 
eine Inaugural-Dissertation des Herrn Professor Schröter 
in Breslau: „De aequatiouibus modularibus" studirt und 
an mehreren Stellen, namentlich im fünfben Abschnitte 
der Anwendungen, die verdienstvolle Schrift des Heim 
Dr. Dm-fege: „Theorie der elliptischen Functionen** be- 
nutzen können, das erste in Deutschland über diese 
Lehre erschienene Werk. Noch glauben wir erwähnen 
zu müssen, dass die wichtige Formel (2.) pag. 101 sich 
bereits in einer Abhandlung des Herrn Professor Biche- 



VI 

lot im 508ten Bande des Creile sehen Journals findet, 
wenn sie auch dort auf ganz andere Art abgeleitet wor- 
den ist. 

Besonders dankbar sind wir aber Herrii Professor 
Weierotrass, dasB wir unser Bucb mit einigen Blättern 
von der Hand dieses bertthmten Meisters baben zieren 
düi'fen, denn der dreizehnte Abschnitt der ersten Ab- 
theilung rührt unmittelbar von ihm selbst her. 

Bei der Bedaction des ganzen Werkes und der ein- 
zelnen Rechnungen haben wir uns der Beihtüle einiger 
junger talentvoller Mathematiker zu er&euen gehabt, die 
uns gestatten werden, hier nnsem Dank für ihre Hülfe 
üüentlich aussprechen zu dürfen. Zunächst ist Herr 
Dr. Wemicke zu erwähnen, der die Correktur des gan- 
zen Werkes übernommen und ausserdem auch für stv- 
listische Sauberkeit und Orilnung in der aussein Auö- 
führung gesorgt hat Er und Herr Dr. £. Schultze 
haben ausserdem auf meinen Wunsch den zwölften Ab- 
schnitt der ersten Aljtheilung aus dem grösseren AVerke 
L^iendre's mit gehöriger Umsicht entnommen, ' da ich 
selbst keine wesentlichen Verbesserungen anzubringen 
wusste, ohne wichtigere Glieder in ihrer Entwicklung 
zu beschränken. 

In §. 2 hat hauptsächlich Herr Worpitzky den 
Nachweis geliefert, dass die Grösse ,w aus den Gleichungen 
reell hervorgeht. *Die numerische Eechnung in §. 61 ist 
von Herrn Dr. Harprecht ausgeführt worden, und eben 
so haben die Herren Dr. Bachmaan, Dr. Teichert, Dr. 
Kretschmer und Studiosus Biermann mehrere numerische 
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Bechntmgen ttbemommen, die von wesentüchem Nutaen 

für micli gewesen «iud, auch wenn viele derselben nicht 
uumittelbar in das Bach mit aufgenounneii werden konn- 
teu. Allen diesen jungen Mathematikern, und ganz be- 
sonders den HeiTen Dr. Schnitze und Dr. Kretschmer, 
spreche ich nochmals fdr ihi-e vielfachen Bemühungen 
meinen aufrichtigen Dank aus. 

Schliesslich haben wir uns noch über die Benutzung 
einer gewissermassen nur scheinbar neuen Bezeichnung 
zu rechtfertigen. Es sind in dieser Schrift durch die 
Zeichen 

A«)» ^W» H^) 

Functionen von x ausgedrückt worden, welche Jacobi mit 

l/Fsina«i(~aO; l^^osam{~x); ~=Jam(^^ 
und Gudermann etwas kürzer mit 

iksn(^-^x)', ]/±cn{^x); ~dnQ^x) 

bezeichneten. Ftu* diese Functionen wurden später von 
Briot und Bouquet in ihrer „Th^rie des fonctions double- 
ment periodiques^ die Zeichen 

Yi^^k^ih \F><2^)' yp-W 

benutzt, in denen 4K durch oi ersetzt worde^n ist Wir 

haben aber in dem vorliegenden Buche selbst kehien 
Werth auf den Gebrauch der Buchstaben /*, h gelegt, 
die eben so gut durch 'drei andere ersetzt werden kön- 

|ij neu und libevlKiupt keinen typischen Cluirakter bean- 
■^^y, Sprüchen sulieu. Wer Übrigens nur einen oberflächlichen 
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Blick in unser Buch wirft, wird leicht begreifen, dass wir 

uiiü der ültercii Bezeichnung unmöglich bedienen konnten, 
ohne den Formehoi eine ungeschickte Breite geben au 
müssen. AuBserdem haben wir auch geglaubt, uns wegen 
der altem Bezeichnung keinen Zwang auferlegen zu 
dttrfim, weil dieselbe doch »icht fähig gewesen ist, dem 
Algorithmus eine wesentlich grössere Geschmeidigkeit 
zu verieiiien. 

Berlin, un März 1864. 

K. H. Schelibach. 
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Erster Abuclinitt. 

Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Be- 

duction auf die Normalform. 



D8. 1. 
ie Elemente der Integralrechnung lehren das Integral 



f" 



f{x,y)dx 

in •welchem f(x,y) eine rationale Funetiün der Veränderlichen tu und y 
bedeutet, und y eine Wurzelgrösse von der Form 

vorstellt, algebraisch oder mit Hülfe von Logarithmen und Ereisfline- 
tionen berechnen. 

Auf eine ähnliche einfache Weise lHast sidi auch das Integral 

^fix,y,z)dx 

angeben, wenn die VerSnderlichen y und s zwei Wurzeigrössen von 
der Form 

V^a-j-to und Ya^ßx 

bedeuten. 

Wenn aber im ersten Falle y eine Wurzel von der Form 

ya-^ bx-\- cx* -f- + «37* 
vorsteilt, oder im zweiten y und « die Ausdrücke 

yfl + te+cr* und y«-f-/ftrH-y«' 

bezeichnen, welcher zweite Fall, durch Rationalmachen der dnen Qua- 
dratwurzel, leicht auf den ersten zorllckgefllhrt werden kann, dann 
reichea die Kreisfimctionen, die Logarithmen oder ExponentialgrOssen 

1* 
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Erster Abschnitt. 



nicht mehr aus« um die Natur dieser Functionen welche elliptische 
Integrale genannt werden, erforschen zu können. Zu diesem Zwecke 
eignen sich nur die neuen G^lde, welche unter dem Namen der Ja- 
cobi'schen oderder Thetafunctionen in die Wissenschaft eingerührt 
worden sind, und ihre Entstehung einer Erweiterung des Begriffes 
der binomiftdien Reihe verdanken, während die Logarithmen, die Expo- 
nential- und Kreisfunclionen mit Hülfe dieser Reihe, in ihrer einfach- 
sten Gfötalt, leidit und vollständig entwickelt werden konnten. Wenn 
nun auch der Entwickehingsgang der Wissenschaft der Zeit nacb fhat- 
sSehlieh ein anderer gewesen ist, und die Mathematiker erst auf diese 
Gebilde, von denen man schon mehr als ein Jahiiiundert lang Kennt- 
nis8 hatte, durch das Studium der lotegralredinung wieder auflnerksam 
geworden sind, so erscheint doch diese Auflbssungswcise den Lesern 
eines Buches gegenttber gerechtfertigt, welche in die Rechnung mit 
den Thetafunctionen ebenso eingeführt werden sollen, wie sie bereits 
in die Rechnung mit Logarithmen und Kreisfiinctionen vollständig ein- 
geweiht sind. 

Ehe wir aber die Lehre von den Thetafunctionen ausführlicher 
abbandeln kOnnen, ist es notbwendig, vorher eine Vorstellung von 
den wichtigsten Eigenschaften der elliptischen Integrale zu geben. 



ISsst sich die Wurzelgritose y, unter welcher wir den Ausdruck 



verstehen, immer so mi)foriiien , dass das Pohiiom nur die geraden 
Potenzen der Veränderliclicn x cnthhlt. l in dies nachzuweisen, wollen 
wir annehmen, dass durch die Substitution 

das Polynom bereits die Gestalt 

y = fE{z*-\-2az*-{-4bz + c) 

angenommen hat 

Bezeichnen wir das Poljuom unter dem Wurzelzeichen kurz mit 

F{z)^ so ist 



In dem allgemeinen elliptischen Integrale 




V 



"E(t* + Ax'+ Bx' + Ca; + D) 
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Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Reduction auf die Normalform. 5 

FObren frir nun wieder statt « eine neue durdi die Gleichung 

bestimmte Veränderliche x ein, so lassen sich die Coristaiileu A und 
LI so bestimmen, dass in der Entwicklung die Coelficienten von x* 
und x\ sowie vona;' und a;' einander ^Meich werden. Der Coefficient 
von jc" ist aber offenbar in der Eülwickelung von F(z) ~ F(X-\- fix) 
nur F(X) und der von x'' ist fi*; ferner smd die Coetticientea von x* 
und entsprechend 

4A/u' und tiF\l) = 4/i(X'Jr ak + b). 

Daher hat man zur BestimniuDg von X und /i die Gleichungen 

(1 .) (^^ + a + x)* x)' + + c = 

(2.) r-fa + y = A«'> 
folglieh liefert die Gleichung 

(3.) (a-i- j)*— 26A-c = 0 

den gesuchten Werth von X und die Gleichung (2.) das zugehörige fi. 

Es ist nun zunächst nachzuweisen, dass die Gleichung (3.), welche 
als cubische zwar stets einen reellen Werth fUr l liefert, diesen auch 
so bestimmt, dass er, in die Gleichung (2.) eingesetzt, /i* positiv 
macht, also auch fi reell ergiebt. 

Fasst man die linke Sdte der Gleichung (3.) als Function von X 
auf, setzt also 

so ist, wenn man mit w eine unendlich grosse Zahl bezeichnet, 

1^(0) = 4- w und i//(icü) = +6w, 
also bat die Gleichung 

xp{X) = 0 

immer eine reelle Wurzel A, , welche mit b gleiches Vorzeichen hat, 
so dass llir diese Wurzel 

ist. Zieht man nun die identische Gleichung 
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5 Entor Abtebnitt. 

von (3.) ab, so bleibt, wenn man mit 1 — -j- dMdirt, 

(4.) (| + 2a+|-)[=-2*^ 
oder wenn man nach (2.) 



setzt, 



(5.) l]+a+^=n\ 



(6.) (x+»+2Är) =C«+ix;;-ir'''- 



'Ergäbe sich nun fi] aus (d.) positiv, so wären für l und /< 
zwei reelle Grössen X, und f^^ gefunden. Machte aber X, das fn] 
negativ, so würden die beiden andern Wurzeln und der Glei- 

diung (3.) oder der Gleichung (6.) beide reell gefunden, da -j- po- 

sitiv, also — r-fi] ebenfoUs positiv sein würde uud die GriJsse 
*i 

entschieden reell wäre. 

Diese beiden Wurzeln und ^ liefern aber ein positives fi\ 
also ein reelles ft; denn setzt man 

fl4-^ = L und ^L*^lbr^=M, 
so findet man aus (4.) 

Mit Hülfe dieser Gleichungen ergiebt sich aus (2.) 

Es ist aber 

folglich 

2l\n^ = M{M±\fM^-\-U]fi]). 

Da nun negativ ist, so ist die Wurzelgrösse kleiner als if, also ^* 
stets poäitiv und fi reeU. 
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Begriff dar elliptiachen Integnle. Ihre Bedvotion anl die NonnaUomi. 7 



Nachdem wir uns jetst flberzeugt haben, dass die Constanten l 
und ft stets als reelle Grössen bestimint werden kttnnen, (Uhren wir 
in if die Substitution ^=X-{-^x ein und erhalten so, mit RQcksiebt 
auf (1.) und (2.), 

y = )/£ I ^* (x* -f 1 ) -h + ^) + V (3^' + 

= fia: j/£ j ^'(^ + or») -I ■ (1 -h ^) + 2 (3r + a) j . 
Setzt mau nun 

1 4-< 
X = — ■ — ' 
1—i 

so wird 
und 

2fi 



' (1-t) 
wenn man die Bezeichnungen einführt 



Ist nun das Integral 



% 4. 



zu berechnen, in welchem f(x, y) eine i-ationale Function von x und 
y, und y eine Quadratwurzel aus einem Polynom vierten (irades der 
Varia beln x bedeutet, so iässt sich zunächst f(jx>,y) unter der Form 
darstellen 

_ PR -^QSy' m-PS)y' ± 

~ R'-sy Ä'-sy ■ y ' 

yio P, Q , S ganze rationale Functionen von x sind. Der erste 
Bruch auf der rechten ^eite dieser Gleichung, sowie der zweite, wel- 
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8 Xntn AlMolmitt, 

cber als Factor von — erscheint, sind beide latiouale Functionen von 

y 

X uud mögen durch X und Y bezeichnet werden. Dann erscheint 
das vorgelegte Integral als aus den beiden Tbeiien 

xusammengesetst, von denen sich der erste nadi bekannten Vorsdiriften 
integriren Iftsst 

Wenn man im zweiten Theile die Substitution des §. 3 benutzt, 
So wird Y eine rationale Function von i statt von x, und das Diflb- 

rential — erscheint unter der Gestalt 

y 

dl 



Ganz in derselben Weise wie vorher f(x,ff) zerlegt wurde, ttsst 
sich auch F in zwei Theile 

auflösen, in denen T und 7, rationale Functionen von I' vorstellen. 
Das Integral 

r, tdt 



lässt sich, wenn man f'ssj; setzt, nach bekannten Metboden auffin- 
den. Es bleibt also nur noch übrig, das Integral 



zu berechnen. 

Durch Zerlegung in Partialbrttche ISsst sieb Tin Glieder von der Form 

— ^— und B€-'- 

auflösen, wo a auch imaginär sein kann. Man hat sich also nur 
noch mit den beiden Integralen 

rj^ä^ /_ — 3_ 

J ya + 2ßl'-\-yt* y (a-«*)''ya+2/?<*4-yr* 

zu beschttfUgen. Diese Integrale nehmen für <* = x, wenn man 

ax -\- yx* = ^(x) 

setzt, die Gestalt an 

i(p{x) y(a— a?)*]/y(a?) 
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Begriff d«r elliptisobM Intognle. Iliie Bednotion «uf die Nomielfomi. 9 

von denen die erste als ein specieller Fall der zweiten betrachtet wer- 
den kann, wenn man nSmlich a = 0 und 9 negativ annimmt. £s 
bleiitt daber nur noch das letzte Integral £u untefsuchen übrig. 

%, 5. 

Um dieses Integral auf seine einfochen Elemente zurUcInufttbren, 
kann man folgende allgemeine Reductionsfonnel benutzen. Nach dem 
Taylor'sdien Satze ist fOr 

a—x = A 

g>ix) = 9ia-A) = 5p(a)-ii^(a)+^9"(a)- --^'"(a) 
Feiner 

dm 

= ^ |x^(.)-^V{-)+^;ir{.) - ^v» +••• 

-2i(9(a) _^(«)+^^(a)'_ ...)} 

+ ^ A'<(a) - v(a) +...]. 

Integiirt man diese Gleichung, so wird - 

(1.) %A^f^^ 

2hp(a) f + (2X+l)y (a)/i' % 

Da 

= + 2^a;' -{- 

so verschwindet 9>'^(o) und daher enthüll die rechte Seite dieser For- 
mel (1.) in diesem Falle nur die vier niedergeschriebenen Glieder. 

Aus dieser Formel ergicbl sich sogleich, dass man, wenn A eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, jedes Integral von der Form 



Ii 
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Enter Abiofanitt. 



bereebnen kann, wenn die drei Integrale 

y' eh! /*Äd gß /* dx 

i(p{x) ' J i(p{x) ' J A \ q) {x) 

bekannt sind, denn man braucht in dieser Formel nur X = 0, +1> — 1» 
+2,-2,... einzusetzen, nm sich von^ der Richtigkeit der Behaup- 
tung zu aberzeugen. 

§. 6. 

Die letzten drei Integrale sind einer weitern Umlorinung fähig, 
und zwar lässt sich das erste derselben, oder auch das Integral 



stets auf ein Integral von der Furrn 



zurückfuhren, in welcbein der Goefficient Ö immer ein positiver echter 
Bruch ist Denn wenn zunächst die Coef&cienten a, ß, y sSmmtUch 
positiv sind, so fttbren- w durch die Gleichungen 



oder 



0.) y?=^ 



eine neue Veründerliche % ein. Differ^nziul man die erste dieser Gleichun- 
gen lognrithmisch, so findet n&an 

dx dz 



Aus Nr. 3 ist sogleich 

■5-+j» = (-f-2V«)'- 

Bezeichnet man daher 
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B^piff der e]]iptUeh«n Integnle. Ihre Bednetion «nf die Nomelform. H 



« 



SO nird, wenn man wieder x statt « scbr^t, da bei dem bestimmten 
Integrale der Integrations-Buebstabe ganz willkttriidi ist, 

(6.) , } r" ^ 

Wenn nun ß kleiner ist als so hat jetzt « in der That die vor- 
gescbriebene Form angenommen. 

Ist aber ß grösser als fay und man ersetzt w durch l—x, so 
verwandelt sich u in 



(7.) «=• 



erseheint also wieder in der Gestalt (A ), die wir als die Normal- 
form bezeidinen wollen. 

9. 7. 

Hat man aber das Integral zu redaelren 



jn weichem die Coenicinntcii er, /9, sänimtlich wieder positive 
Grössen sind, so nimmt zunächst das Trinom unter der Wurzel für 



die Gestalt an 

j{d-ß^yx){d-\'ß-yx) 

und für Y^^{6 verwandelt sidi u, wenn man die Grenzen 
noch unbestimmt ISsst, in 



Sebreibt man hier wieder \—x statt so erbftlt man 
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Ertter Abtelmiit 

dx 



weon 



Da ^ < ^ ist, so hat das Integral die Normalform bereits angeuommen, 
sowohl wenn ß negativ als wenn es positiv ist. 

%. 8. 

Die beiden Integrale 

dx dm 

lassen sich also stets auf ein Integral von der Form 

dx 

^ l/a?(r^ar)(l-da?) 

zurttckfUhren, in welchem d ein positiver echter Brach ist Alle Übri- 
gen Fülle, welche durch die Verschiedenheit der Zeichen und nume- 
rischen Werthe der Coefficienten a, f auftreten IcOnnen, lassen sich 
aber auf diese beiden Integrale znrttddtthren, wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben mit . 

— a; oder i oder -i- 

vertauscht. Es wird dem Leser keine Mühe machen, sich von der 
Richtigkeit dieser Behauptung zu Uberzeugen, wenn er alle einzelnen 
Fälle, mit Rücksicht auf diese Behauptung, untersucht. 

% 9. 

Wenn man 

setzt, so ist also das erste der drei Integrale in $. 5. auf die Form 

gebracht 

dx 



iip{x) 

und bildet, in dieser Gestalt, die erste Gattung der elUpUsctien 
Integrale. 

Das zweite Integral 
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zerfiiUt, wenii a und y entge^jengesetzte Zeichen haben, durch die 
Sobslilulioiien des §. 7. in die beiden 

I , und / . . 

Haben aber a und y gleiche Zeichen, dann wird durch die Substitu- 
tion des |. 6, wenn man N, 1 durah N. 2 dividirt 

oder 



*Vä- — i — • 



also zerlällt das Integral in drei Integrale von der Form 

r dz, r ds' /* vi-8.rf g 

Das erste wird durch die Substitution » = — leicht auf die Form ge- 

X 

bracht 



/- 



}fxp(x) 

und bildet die zweite Gattung der elliptischen Integrale. Das zweite 
ist ein elliptisches Integral erster Gattung und das dritte oder 



»V«(i-<y«) 

wird nach bekaAnten Methoden berechne 
Das dritte Integral in §. 5 

dx 



A 



(a — X) ] ' x(a -j- 2ßx -j- yx*) 
nimmt wieder durch die Substitutionen im §. 7, wenn et und y ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, die Form an 

dx 



fn 



Sind aber a und y mit gleichen Zeichen behaftet, vo Terwandelt 

man den Factor -r-- — durch die Substitution (1) leicht in 
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A-i-B(c- z) Cfi^z' 

C — ^ Ä 

wodurch das vorgelegte Integral in die drei andern 

if I b /' I r f 

zerflUlt, von denen das erste die dritte Gattung der elliptischen In- 
tegrale bildet, das zweite zur ersten Gattung gehört und das dritte 
naeb bekannten Methoden berechnet werden kann. 

S. 10. 

Wir sind also jetzt zu drei wesentlich von einander verschiedenen 
Grundformen der elliptischen Integrale gelangt, die sich nicht mehr 
in einftchere ßestandtheile zerlegen lassen. Ersetzt man in ihnen op 
durch x\ so nehmen sie die Formen an 

y dx , r x'dx 
)/(l-ar')(l-ifeV) ^ ^ >/(l-x')(t-ikV) ' 

dx 



^ {a — x '} 



in denen k kleiner als 1 ist und a jede beliebige auch complexe 
Grosse sein kann. 

■ 

Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so erbttlt man das 
Integral 



weiches gewöhnlich ais Münualiorm der zweiten Gattung betrachtet 
wird. 

Legendn- , der Schöpfer der Theorie der elliptischen Integrale, 
führt in diesen drei Integralen siny statt x ein und erhält so die 
Formen 

d(p r bhiq)'dff ^ r dq> 

Multiplidrt man das zweite Integral mit k* und zieht es vom ersten 
ab, so bleibt der Rest 

J^dff^X — Ä*siny* 
welchen Legendre als die eigentliche NonualTorm der elliptischen Inte* 



Digitized by Go^Ie 



V*; 



Besiiff der dliptiaehoi Inttgxal«. Ihr« Bodnotioti auf die Mormal&cm. 15 

grale zweiter Gattiing ansieht Dieses Integral, durdi welches die 
Länge des Bogens einer Ellipse dargestellt wird, hat dieser ganzen 
Klasse von Functionen den Namen gegeben. 
Er bezeichnet aasserdem 



} 1 ksm'q)* ~ /Jg> 

oder auch /l((p,k), wenn ausgedrückt werden soll, dass der Werth 
des Integrals auch von k abhängt. Diese drei Gattungen elliptischer 
Integrale werden von ihm auch stets als bestimmte aufgefasst, deren 
untere Grenze 0 und deren obere ist, so dass man gewöhnlich unter 
den ciliptischen Integralen erster, zweiter und dritter Gattung 
die Integrale 

^ ^ (1+Jisinx*)^to 

vereteht. 

Die Constantc k, welche stets kleiner als 1 ist, wird der Modul 
des Integrals genannt und die Constantc n, welche nur in den Inte- 
gralen dritter i<aitung erscheint und auch imaginär sein kann, heisst 
der Parameter. 

Die obere Grenze q> nennt man die Amplitude des Integrals. 

Fuhrt mau durch die Gleichung 

einen neuen Modul k' ein, so heisst dieser der complenientäre 
Modul. 

Legendre lässt auch häutig in dem Zeichen ztfp <lcn Buchslabeu 
^ fort und unterscheidet die drei Gattungen der elliptischen Integrale 
durch folgende Zeichen: 

Durch die Zeichen 

Fi<p,k'); E((p,k); n{(p,k,n) 
wird ausgedruckt, dass diese Integrale nicht nur Functionen der Am- 
plitude «p, sondern audi des Moduls k und des Parameters » sind. 

Wenn die obere Grenze der Integrale y ist, werden sie voll- 
ständige Integrale genannt und von Legendre durch 
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t 

bezeichnet. 

Jacobi bezeichnet das voUstöndtge elUpliache Integral erster Gat- 
tung mit K und das entsprechende, in velchem der Modul k mit dem 
complementSren V vertauscht ist, durch JT, so dass nach ihm 

r-JS—-=.K und = 
J yi-*«sin^' / 1^1- r sin 9' 

Noch andere Bezeirhnungsweisen, welche Jacobi eingeführt hat, werden 
wir später kennen lernen. 
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% 11. 

Erweiteran; des Begriffs der Potenz eiites Binoms und ihrer Entwickelang. 

Die Verwandlung eines Products von n gleichen Factoreil 

(1 — 0?) (1 — «) ( l - a?) . . . (1 — a?) = ( 1 — «)- 

in eine nach Potenzen von ar Cortsehreitende Reihe, ist zuerst von 
Neivton henutzt worden, tun auch zusammengesetztere AusdrttclEe, und 
namentlich die einfachsten Kreisfunctioneo, in solche Reihen zu ent- 
wickeln. Er erkannte zugleich die Bedeutung dieser algebraischen Ge- 
bilde auch in dem Falle, wenn dem n ein gebrochener oder negativer 
numer&cher Werth beigelegt wird, und die gleichzeitigen grossen Ma- 
thematiker verfolgten diese Gedanken weiter, bis endlich Euler in sei- 
ner Einleitung in die Analysis des Unendlichen, welche 1748 erschien, 
ein vollständiges Lehrgebäude der Analysis des Endliehen aufteilen 
konnte, dem Ideen von Newton und Leibnitz und die Entdeckungen 
der Gebrüder Jacob und Johann BemouUi zu Grunde lagen. 

In diesem grossartigen Werke benutzt aber Euler bereits auch 
Gebilde von dei' Form 

(1 _a.)(l_aT)(l- «r*) (1- asr») . . . 

bauptsädilich um durch ihre Entwickelung in Reihen gewisse Eigen- 
schaften der Zahlen za erforschen, and bedient sich ihrer dann spttter 
bei zahlentheoretischen Untersudiungen. 

Selbst vor Euler hatte schon Jacob Stirling in seiner Metbodus 
differentialis, weldie 1730 in London herauskam, bei sehr merkwür- 
digen Reihenentwickelungcn, die wir später mittheilen werden, Aus- 

Seh«llbach, «UipüsdM lotende. 2 
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drücke von dieser Gestall benutzt. Audi Gauss bediente sich ihrer in 
einer Abhandhnig vom Jalu'e 1808, und endlich wendete sie Jacobi 
zucret in seinem Werke Fundamenta nova iheoriae funclionuin ellipti- 
caruni 1829 zu Heihenenlwickelun^'en der elliptisclien Transcendenteii 
an. Nach diesen Andeutungen erscheint es gerechtfertigt, eine nächste 
fruchtbare Erweiterung des Newtonschen Theorems in der Entwiekelung 
dieser Formen zu suchen. Wir hcschrünken uns indessen , bei dem 
unermesslichen Heicbthuni von Gestalten, welche diese Gebilde anneh- 
men können, in unsern Mitthcihmgen zunächst nur auf das, was in 
der Theorie der elliptischen Functionen Ton Wichtigkeit erscheint. 

§. 12. 

I 

Ein Product von n Faetoren der angenihilen Art 

(1 — a;) (1 - xr) (1 - xi-") . . . (1 — jrr"-») 
bczeichneu wir kurz durch 

(x:r)" 

und multipliciren die idenlisclie Gleichung 

1— aar"-* = 1— a?r»~*-»-l-a?(l — ar*)r--*-* 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung 

1— <iay^* _ 1— ay*^-* 1— f- ' 1— or* «-i— r» 
1— r" ~~ 1 — r»— ' 1— r» r«+'* 1— r" 

mit dem Producte der Faetoren x* und 

(^y und fer)üi!i! 

(r;ry "(r;r)"-i-*' 
welche letztere beide durch 

As und X„_i_v 
bezeidinet werden sollen. Wir setzen dann in der entstamlenen Glei- 
chung fttr 8 alle ganze Zahlen von 0 bis 72 — 1 und addiren die er- 
haltenen n Gleichungen. Diese ganze Operation lässt sich leic)i! ver- 
ständlich und übersichtlich, mit UUlfe des Summenzeichens, in folgender 
Weise ausdrücken: 

1— iMfr"~* ««»—1 



-s 



Sondert man hier auf der rechten Seite von der ersten Reihe 
das erste Glied ab und von der zweiten das letzte, so nimmt sie die 
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Gestalt an: 

oder 

Es ist also 

Fa.sst man die rerhte Seite dieser Gleichung als vme Function 
von n auf uud Ixv.i'iciuiel si> durcli f)p(n), sowie den Bvwh auf der 
linken Seite vor dem Suniinenzeiciien durch ^(»), so lässl hicli diese 
Gleichung als 

rp{ii}(fin—i) = rp(n) 

darslcUen. Setzt mau tUr n nile ganze Zahlen von 1 bis n und mui- 
tiplicii t die so erhaltenen n Gleichungen mit einander, so gelangt man 
zu der Gleichung 

i//(l).i^(2),^(3)...i/;(«) = 
da 9(0) r= 1 ist. Es ist also 

^ (r;r)- (r;ry '(r;r)-* 

oder 

1 — rtj;. 1 — oarr.l — oa»**...! — «ET"'' 



1-r . 1-r* . 1— r» 

1— a?, 1— ay...l— 'icr*^^ l>-o 1— a?...l— ay— ^ 
l^r.l— r* ...1— r" 1— r 'l^r ...l-~r"-i 

, 1 — a.l — ar 1 — a:...!— ar"'* 



1 ^ /• . 1 — r* 1 — 1 — .r^2 



, ^ i — aA—arA — ar* i —x ...\ —xr"-* 

1-rM-r' 'l-r„Ä-r^^"' 

l-r-l-r«-* l-.r^^ i«r...l-;= 

Um diese Formel noch Obereiditlieher darzustellen, kann man auch 
den Brud) 

(r; r)* 

bezeichnen, wodurch sie die Form anniumit 

2* 
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oder 

«. 13. 

Um die Nalur der gewonnejieii Formel etwas genauer kennen zu 
lernen, seteen wir bx statt x und ^> verwandelt sie 

sich in 

(1.) (na?). = - 

Nimmt man mm b = 0 an und multiplicirt die ganze Gleictinng mit 
^ ergiebt sich^ wenn noch ax mit x Tertausclit wird, 

(2.) (aj/r)" = 1 — a>.l— ar...!— ar"-* 
= 1- rx 

• 1 — r...l— r* 

FUr r^l eriiält man hieraus den binomiscbcii Lelirsatz, da sieh 
Ittr r = 1 in — verwandelt 

Das Zeiehen 

■ « 

hat auch für ein negatives n einen ganz bestimmten Sinn; denn da 

also, dir 11=: 1, hieraus 

{x;Tf = =^ 

folgt, so erliüU man aus (3.) lllr « = 0, — 1, — 2,-3 ... die Glej- 
chungeu 
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L_ = {x; r)-» 

, r 

1_£. .• 
1-- 



i2i^ = (»;r)-, 

deren Product die Formel liefen 

(4.) (^;rr^ = — nr~a: : x 



1 



Verwandelt man nun in (2.) « in — «, so erhSlI man 



.1— r.l-rM-H 

und wenn hier xr statt und dann — statt r geschrieben wird, so 

r 

entsteht die Formel 

1 1— r" , 1— r.l— r"+* , 

(5-) -(^ = 1 + 7^^+ 

1 ür r = 1 vei"\\and('lt sich diese Formel in die bekannte Ent- 
wickeiuiig von {\—x)^'* nach Potenzen von x. 

Die Forniel (5.) lüsst sich auch direct ohne HiUfe des Zeichens 
(4.) ableiten und beide Formeln (2.) und, (5.) nehmen lür r<l und 
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ein lineiidiich grob.^cs n fieur (".esfaltcn an; aber wir verlassen hier 
difspii GegensUuiü, der in eiiuMu späteriMi Abbthiutle etwas austiUii- 
iicher behandelt werden soll, um Jetzt unserni Hauptziele zuzueilen. 

§. 14. 

Die Formel (1.) im §. 12 lässt sich jetzt einer solchen Umformung 
Ulli« I werien, dass man aus ihr unmittelbar zu den Thetafunctionen ge- 
langen kann. ' 

Wir ersetzen zu dem Zwecke io ihr » durch 2«. x durch — , 

a durch er^ und multipliriren beide Seiten derselben mit dem Qua- 
drate von (r; r)-", mid erhallen dann 

(r;r)2»(ari-»;r)^ 

Es ist aber 
I^immt man c unendlich gross an, so wird 



i (er-. ; r)' = (i - r-)(i - r--) • • • (1 - r-'-) 



und 

ori V«-* 

Auf diese Weise verwandelt sich imsre Formel in 
Es ist aber 



HulUplicirt man nun noch beide Seiten der Formel mit (~1)"-^ 

und nimmt dann rechts die Summe nicht von « = 0 bis a = 2«, son- 
dern von « = bis a=s-}-fi, was erlaubt ist, wenn man fi~a 
statt a sdireibt, so gelangt man endlich zu der Formel 
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(1.) (r;ry''\anjr)"(^;r) 

\ ff ^ V 

= (-l)*fi«' . (r-'+^H » ; rf-' (r— *+i ; r)*+*. 

Diese Formel gilt nun für ganz belicbigp W( rllie von a und r, wenn 
H eine positive ganze Zahl ist. Sie niniiut aber eine ausserordentlich 
einJaclie niid syinnietrisclie Gestalt nn , wenn man r <1 1 uud » un- 
eodlich gross setzt, ßezeichnen wir dann durch 

(jj;r) = 1 --aJ.l— asr". 1— irr*. . . 
eine anendlich grosse Anzahl von Factoren, wo also in dem früheren 
Zeichen bloss der Bachstabe fortgeMen ist, der diese Anzahl ^ngiebt, 
so erhalten wir, wenn noch —a statt a und r' statt r gesdirieben 
und ü> statt des Zeichens oo eingeführt wird 

(2.) (r%- r')(- arj r')(- r^) = -S^^a^r" 

oder 

{\-r\ 1-r*. l-r«...)(l+ar . l+ar\ Har*...)(l+ ^ .1+^.1+—...) 

= l+(o+o-»)»'+(«*+0''*+(»'+0'''+(«*H-0''"+ • • • 
Ersetzen wir in dieser Formel a durch or, multiplidren beide Seiten 

mit a^r^ und äouüera links den Faktor 1-f — ab, so gewinnen wir 
noch folgende Formel: 

(3.) a^ri (l + -i)(r'; r) (- ar%- (- ^ ; r') = ^j;;^a*+M«+i) ^ 
oder 

/ r* r* \ 

^ a a a ^ 

— (a^ + a" ri + (a^ + a" '} + {a^ + a" ^) rV -f ^ ') r V -j- • .. 

$. 15. 

Die JaooMsehen oder -die Tbetafnnotionen in ilirer ersten Form. 

Während die unendliche geomclriselie lU'ihe 

1 -j- x a;' a;' H — [i — x)-^ 

wenn x kleiner als 1 ist,^ als ein speeieller Fall des binomischen Salzes 
betrachtet werden kann, und eine solche Reihe 



24 



Zweiter ^bsehnUt. 



_L _ 1 ^ 

1__ i_r(^a4--j + r' 



als die Suinme zweier geometrischea Reihen erscheint und z. B. flir 
a SS die Gestalt annimmt: 

1 — r' 

. l+2rcosa: + 2r'cos2a?-|-2r'cos3a?+— = - — ; — 5-, 

' ' ' t— 2r cos a; + r' 

so sind wir jetzt durch Erweiterung des binonnscheii Salzes, wenn 
das a in §. 14 ebenfalls durch e^' ersetzt wird, zu Reihen von der 
Form gelangt: 

1 4- 2r Cosa; + 2r* cos 2a? + 2r " cos 3a; 2r " cos ix -f . . . 

und 

Jede dieser Reihen Icann als die Snnune zweier geometrischer 
Reihen zweiter Ordnung d. h. solcher Reihen betrachtet werden, iu 
denen erst die Quotienten der Quotienten zweier aufeinanderfolgender 
Glieder constante Grossen sind, oder in denen die Exponenten der 
einzelnen Glieder arithmetische Reihen zweiter Ordnung bilden. 

Die allgemeinste Form einer solchen geometrischen Reihe zweiter 
Ordnung wtirde 

abci- ab*e* -f a6»c' + <i6*c" -|- , . . +a**c»' 

oder 

(it-l)(ii-2) 

sein. 

Unsere bisherigen Enlwickelungen haben aber iiieht etwa da/ii ge- 
führt, einen gcseblüssenen Ausdruck in endüchci- Form fiir diese 
Reihen aiir.stellen zu können, sondern sie hiil)eii nur gelehrt ein Pro- 
duct von uneiuHifh vielen Factoren in eine solche Reihe aufzulösen, 
obgleich die Foruiel (i.) im §. 14, welehe uns als Ausgangspunkt für 
unsere T^echnungcn diente, aus einer eadlicben Anzahl von Gliedern 
und Factoren bestand. 

Da die Reihen (2.) und (3.) nur aus üUcdorn von der Form 

(ar*y und - J bestehen, so convergiren sie offtobar, wenn r kleiner 
als 1 ist, für einen ganz beliebigen Werth von a. 
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|. 16. 

Ersetzt man in den Reiben (2.) imd (3.) des ft. 14. a durcb 
^ und schreibt q statt r, so vervandeln sie sich in 

<Hler 

(1.) (9* ;r)/7r(i -h2f^-^^cos2x+^^^+') 

= 1 + 29 cos 2a; 4- 2g* cos 4jD -f 6^ + * * * 

und 

■ 

oder 

(2.) 2g*(g* ; g*)cos«17,r(l 4-2g«-+«eos2ir+ 

s=2^cosajH 2^^cos3j: + 2gVcos5a?4-... 
wenn man nämlich nmnvv zwei sich entsprechende Factoreii uul der 
linken Seite mit einander multiplicirt und das übersichtliche und be- 
kannte Productzeicben einl'iilnl. Die Reihe auf der itchten Seite der 
Formel (1.) bezeichneUacobi, der Schöpfer der Theorie der Thetafunctio- 
iien, mit dem Zeichen Gi(x) und die Reihe in Nr. 2. durch ^(x). Der 
blosse Anblick dieser iormeln lehrt, dass sowohl die Reihen rechts 
als auch die Pioducte Hnks, stark convergiren, selbst wenn das q nur 
• weuig kleiner als 1 ist. 

Wir werden uns also kuuitig, nach Jacobi, stets folgender Be- 
zeichnungen bedienen 

' ^(x)= 1 4-2gcos2a;-|-2^'cüs4.r4-2g''cos6a7-| 

^(a?) = 2gi cos» -f- 2?' cos 3a; -f 'Iq^* cos 5a? -| 

Sowie man in der Tbeorie der Kreisfiinetionen fUr die Function 

eos^-^ — o;^ ein besonderes Zeiclien sinx hat, ganz in derselben Weise 

ist man genOthigt, auch für die Complemente der Functionen und 
^ neue Sezeiehnungen zu wählen. Jaeobi bezeichnet 

^(f 

Man hat daher noch die Gleichungen zu beachten 

d^ft:= 2q^ sin x — 2gt sin 3a; + 2q*** sin 5a; — • • • 
0x ^ l—2gcos2a;-)-2g*cos4d; — 29' costkr-f*- 
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Die wichtigste Arbeit, der wir uns jciii zu unterziehen haben, 
besteht darin, die Natur dieser \i(i llietatunctioncn zu erforisdien, 
welche durch folgende vier Formeia charactorisirt sind. 

(3.) 6x =^l—2q cos2a?4' ^9* C084a? — 2^* cos 6a? H 

(4.) Cix = 2^^ sin X — 2q^sin 3« -}- 2^ V sin 5as — • > • 

(5.) f^x = 2q^ cos X cos -f- 2<7 V ( os 5^ -j- . . . 
CH.) ^x — l-|-27Cos23--| 2ry^ (>s + <osOiC + *-» 
oder mit Benutzung des Suiumen- und Productzeichens 

(3.) dx = S't^ (-1) V' 

= (7*; 9») 77,7 (l~27^'+«<;os2a; -j- (^^+2) 
(4.) e,x = (- 1 sia (25 + 1 ) X 

= 2gi(^'; g*)sina;/7;'(l-25^+2cos2a; + ^^^^^J 
(5,) ^ = -2^« 4^^^ cos(2* -f-l)aj 

= 27^(7'; 9*)cosiri7;r(l + 2g''+'co82a:-h7'^^) 
(6.) ^ — qf 'Vos 1%x 

8, 17. 

Das unendliche Product für d^x ist einer Umformung flihig. 
Offenbar ist 

^ = ; 9')77,r(l + 2(?'^+^ + r/- ^) = 1 + 2^4- -[- 2g» -i-... 
und mit JHüilc dieser l^'onnel geht (6.) in §. 16. über in 

Der Bruch unter dem Productzeichea ist aber, wienn man 

setzt und den Bruch mit e(^«+Uy erweitert, 

[ ,._(r, : »)»4,2cos2a? cos(2jr-h 1)n -j- <'">^23r 
(!(2«+i)»'^^(a.+i)y^2 ~ cos(2t+l)w+l • 
_^ cos (a; + -f ^1) »0 {x — {s-^ 4 ) yt) 

' • cos (* -f j)*^ • (* 2 

Vermöge tlieser Zerlei^ung iässl sich 0^{x) so darslelleu 

CQ&{x -\- {s -\- \ )vi) 



>ian überzeugt sich von der Richtigiieit dieser Formel, wciiA man 
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bedenkt, dass das erste Product, in weldieni « die Werthe aller ganzen 
Zahlen von 0 bis cii annimmt, nach der Zerlegung des Bruches in 
zvel Faetoren, Facloren enthKlt, und das zweite nur 2ta-\-\. 

Man muss also zu diesem letzteren Producle noch den Factor 

cos(ap>--(a»+i)»*) _ e^+^g"^'^'^'^*' _ 
co8(w +i)vi ~ 1— e-t^+W" 

hinzufifgen, damit es dem erstereu gleich wird. 

Wenn man sich die Faetoren niedergeschrieben denkt, so erhenni 
man sofort die Identität 

n») = f^^S^^ni. 1) 

also iu uoseiiii Falle, wo co unendlich gross angenouinien wird, 

^ cosjx + + i) vi) _ e-'^ .0 cos(j; + (^--l)»0 
^ -« cos(* + i)w cos(s—i)vi 

Ersetzt man daher in dem zweiten Producte tOr ^ das « 
durch 1, so muss, der Factor vor dem Producte nicht e*', sondern 

heissea. Es muss ferner noch bemerkt werden, dass man in 
einem solchen Producte, m welchem dem s alle gat^e Zahlenwerthe 
von — ct» bis H"*^ beigelegt werden, offenbar stets — « statt 4-' 
schreiben darf. 

Nachdem wir jetzt zu der Formel 

^ -« eos(»-)-i)w 

= i-\-2q cos 2x -f- 2q * cos 4x + 2^ ' cos 6a? -| - • • • 
gelangt sind, so wollen wu* zunächst aus ihr eine zweite flir 6x ab- 

n 

leiten, indem wir x durch -^^^ ersetzen. Wir erhalten so, wenn 
S'^i statt » geschrieben wird, 

0^ = «o«'(^-'')/7" «'"((» + iH-«) 
• cos(«+i)v» 

s= 1 — 2y cüs2a?-|-2g*cos4a? — 2g*cos6a? + "' 

für x = 0 wird 

in 

eo = (ioe^ /r^ tang(« [- {) w = 1 - 2g 2q* - '2q' -f- - 
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daher 

8m(«-i-i)''* 

oder auch, da olfenbar d(— x) = d{x) ist, wie niao aus der Reihe sieht, 
/»«^•xJT'- siii(a;-|-(5-|-|>t) _ ^-,,0 . ß2vW 
Wendet man dieselben Mittel der lYansformalion auch auf die 
Functionen d^x und an, so erhalt man folgendes Formel- 
System: 



(!•) 

(2-) 
(3.) 



eos.m 



cosm 



Man überzeugt sich leicht, dass diese Pioducle convergiren, wenn 
man die Rechniing mit den mittelsten laetoren beginnt, und zwei 
gleichweit von der Mitte entfernte Factoren zusammeiizieht 

Aus 16. entnehmen wir noch, dass 
^0 = 0 und 

do = i — 2q-^2q*-2q'^-' 
(Jo = 2gilH-254+2gV +2gV-|.... 
<^o = 1 +2^H- V+ VH-- 

§. 18. 

Drückt man durch das Zeichen d(x,v) aus, dass die Tlielatunctio- 
nen zugleich von x und von v ahhSnfren, und setzt in den Reihenaus- 
drücken dieser Functionen v — ni statt 80 dass sieh q — e-*' in 
^711- K = — ß-r ~ — q verwandelt, so einsieht mau aus den Formelu 
des $.16 sogleich, dass 

(1.) e{x, 9-m) = ßKx, v) 

in • 

(2.) ^(a?, v—ni) = e * v) 



in 



(3.) €((x, v—ni) c ^ f\{x, v) 
(4.) ^{x,v-ni)=^d(x,v) 



1 
I' 
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§. 19. 

Die zweite Form der Thetareihen. 
Die für die Thetafunctionen aufgestellten Reihen sind mit Hülfe 
der Kourier'sehen Reihe einer Verwandlung fähig, welche wir vor- 
nehmen wollen, nachdem wir uns die Form dieser Reihe auf eine 
leichte Weise wieder ins Gedächtniss genifen haben. 

Wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet und m und s ganze 
Zalüen zwischen —n und -f-f> sind, so ist der Ausdruck 

1 8in(i» — s)7t 

stets Null, so lange < von m verschieden ist; nimmt aber den Werth 
1 an, wenn # = iiit wird. Es ist daher, wenn ^ ein Funclions- 
zeichen bedeutet,' 

/ nm \ / m \sin(OT— «)7r 

^^•^ n2M^>) = -2'_K25HrT>)TB^ 

eine Identische Gleichung. 
Setzt man aber 

lim 
2^+1=" 

und DiiniDt « unendlldi gros« an, so liegt a zwischen — y und +^ 

STt 

imd der Bruch ^^^^^ durchlauft alle Werthe, welche zwischen den- 
selben Grenzen liegen; daher ist, dem Regrift'e eines bestimmten In- 
tegrals gemäss, die Gleichung (1.) nichts anderes als 



f \ ^ /'' / \ sin(2«— l)(a — a;) . 

2 

Für ein beliebiges ganzes n gilt aber die Gleichung 

^ • sin (2« 4- 1)3 ^„ ^ 

— l_j-J — s ^ cos2«8. 
sin« ^ 

Daher, wird. 

(2.) (f{a) = -2"^ 9(a;)cos2« (« - x) dx 



n 
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und dieses ist die unserm Zwecke entsprechende Form des Fourier- 
schen Satzes. 

Vertauscht man in dieser Formel ^(tt) mit F(aH-««), also 
^{x) m\i Fix-^nn)^ so geht sie über in 

n 



Wenn man also x-{-nn durch s ersetzt und sich unter n eine 
ganze Zahl denkt, so ei'hUit mau 

(3.) F{a-hnn) = —^Z„ / F{x,)i'os2s(a-z)dz.. 

Substituirt man hier nun noch tlir n alle ganze Zalilcii von a 
bis 6, wo z» B. a auch negativ sein kann, summirt die enUslandenen 
Gleichungen und zieht die Integrale in eins zusanwnen, so gelangt 
man zu der Formel 

welche fllr —w und 6 = ai, wenn man « mit x vertauscht, in 

(4.) 2:Zj\x^m) = -:SZ„y'^F(9)cQ&2»iX'~;i)di 
Ubergellt. 

Die letzte Gleichung, Avelchc überhaupt eine unendliche Reihe in 
eine andere verwandeln lehrt, kann nun dazu dienen, den Reihen für 
die Thetafunetionen eine andere Gestalt zu geben. 

Nimmt man z. B. fUr die Function die Exponentialgrösse 

e ^ 

an, so whi! das bestimmte Integral 

e ^ eßA%»(^—i^d% = to&2$x j e oos2<sdis 



— » — » 



/V.» _Ü 
+8in2«a: / « *' «näaad». 

— w 

Alle Elemente des zweiten Integrals auf der rechten Seite Vernich- 
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ten sich gegenseitig und der Werth des ersten, welches allein Obrig 
bleibt, ist 

wie in jedem guten Lelirbuelie der Integralrechnung bewiesen wird. 
Setzt man nun die gefnndenen Werthe in die Fonnel (4.) des §. 19. 

In 

ein, und multiplicirt beide Seiten mit ^ verwandelt sie sich in 



Es war aber in den Thetafnnetionen tr^ = q gesetzt worden, also 
liefert diese Formel nach %. 16. 



Ans der Fonnel (1.) IHssl sich eine neue ableiten, wenn man rechts 
noch die Beihc 



addiil, deren Werth olVenbar Null ist, da inniier ein positives Glied 
von einem negativen vernichtet wird. Die rechte Seite nimmt dann 
folgende Gestalt an: 

— «■* 

Wenn man nun noch die linke Seite der Gleichung mit 

(-l)*e-«"=l 
multiplicirt, so verwandelt sich (1.) in 

Ersetzt man bier x duiH.'h x—-^ oder multiplicirt beide Seilen der 



Gleichung mit c *, so eigiebl sich die neue l urmel 
(2.) (-l)«e-i^*+*">'= ^^^^e-K«+l)"+(»*+i)»', 

da man offenbar reclits s-}- 1 statt s schreiben darf. 

Nach §. 16. ist aber die rechte Seite dieser Gleieliung nichts 
anderes als Qx, da man nSmlich in der lUilic für auch 
cos(2s -|- 1 )2; durch ersetzen darf, denn der imaginäre Theil, 

der durch diese E&ponentialgrOsse eingeführt wird, verschwindet offenbar. 
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Setzt man nun in (1.) und (2.) y + s^^^ ^ ""^ vci-TNaiidelt dann 
in allen vier erhaltenen Gleichungen a: in -ar, so gelangt man zu 
folgenden neuen. Reihenentwiekelungen filr die vier Thetafuoctionen ; 

(3.) öa; = ]/^-2::,e">+^«''^' 
(4.) (ia; = /^-S:„(-l)'e-7«-«''-'^* 

(5.) %c^^^£ZA-tye~>-'' 
(6.)' *r=/^-r:«^^>''-^^'- 

f. 21. 

Die VorgU" ichiiug dieser letzten Foiniüln mit denen im §. 16. 
mhri zu sein- wichtigen Relationen der verschiedenen Thetafunctionen 
unter einundor. 

Zunächst bringt man die Ausdrücke für in §. 15. und 
§. 20. wenn man andeutet, dass diese Heihea von x und v abhängen, 
leicht unter die Fomi 



Führt man nun durch die Gleichungen 
(1,) vv' = 

(2.) = oder ?r = -r und ~ = \. 

zwei neue Grltesen und ein, so ergiebt sich aus deir ersten Formel 

oder wenn man in der zweiten « mit iaß vertauscht, so wird mit Be- 
nutzung von (1.) und (2.) 
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Nimmt man nun ganz dieselben Substitutionen mit den übiigen 
Tlietafunctiüuen vor, so gclaagl mau oJiue Mühe m foigeuUeu Formeln 

(3.) Oiiv,v)=. ^^e^qixf^v') 

(4.) ^(te,i.) = t|/-^e^<i(a/,,^) 

/ ' Iii 

(5.) q{ix,v)= y^e^'d {x', v') 
(6.) ^^e^^l,x',p'). 
§. 22. 

Vergleicliuug der Tbeta uuter einauder. 

Die letzte» Formeln lehi'en die Theta mit dem Modul v oder q, 
welches mit dem v durch die Gleichung q = zusammenhängt, 
durch Theta mit dem Modul v' oder q[ = e^"' ausdrücken. Wenn mau 
dieses Zeichen einfiih^, so lassen sich die Formeln in |. 20. so dar- 
stellen: 

e(x — 

ScbtllbAch, tUlfliieli« Integrate. 3 * 



IT ti^.'.. 
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ttDd daher 

^0 = { > 4- 29*+ 2?'*+ 29"+ 29'"+ . . . I . . 

Es lägst Sidi aber auch jede Tlielanmclion dm eh die drei tibii^ieii dar- 
stellen, wenn alle denselben Modul ("lUhalieu. Die Foiuicln (3.) und 
(4.) io 16. lassen sich z. B, iu folgender Weise schreiben: 

ivenn man eos2«v und &in(2«4' l)a;dureh ihre imaginSren Exponen- 
tialausdrUeke erseUU Der blosse Anblick dieser beiden Ausdrücke 
lebrt, dass 

ist. Behandelt man die übrigen Theta in derselben Weise, so erhütt 
iijuii ohne Mülic lolf,'end('.s System von Formeln, welches sehr oft be- 
nutzt werden wird untl in welchem, der KOrze wegen, 

gesetzt worden ist: 

(1.) dx = ^d« - ip) = («- i«) = - man + — Im) 

(2.) ^ = Q(ifr - jt) = \n) = (i» + « ~ i»^) 

(3.) I?ar = qriTT-a;) = A€i{x-\vi) = 4ö(i>r + a>-iw) 

. (4.) (ix=-0^i7i-x)^ Ä€i{x-\vi)= A(i{i7i-^x^-iv%), 

Durch wiederholte Auwendung dieser ForfTicln und gehörige Be- 
achtung derselben, findet man, wenn m und n positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten und der Kürze wegen 

gesetzt wird, folgende vier wichtige Gleichungen 

(5.) 0 (x 4- /»TT 4- nvi) = (-1)«»^^« 
(6.) 6l{x-\- mn 4- nn) = (-!)'"•" N(\x 
(7.) Q(a: + m7r-j-7m) = (-l)'"iV^a; 
(8.) 9^{x^mn'^nvi)= JSßß. 
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Dieses FornuMsysteni gilt auch, wenn man n~\-\ statt n schreibt, 
aber rechts tmuss dann 6 mit ^ und ^ mit ^ vertauscht werden. 
S^tzt man also 

80 wird 

(9.) Ö(aJ+«fr4.(»+4.)w) « (-!)•+♦ IV'^a? 

(10.) Q (a: + w7r+(« + i)W) = (-.l JV'Öo? . 

(11.; ti\^x-\-m7i-^(^n'^i')vi) = (-l)« AT'Qa; 

(12,) Q(« + i»7i-j-(«-|-|)w)= iV'^a;. 



Dritter Absclmltt» 

Bildung doppelt periodischer Functionen aus 

den Thetafunctionen. 
§. 23. 

Die letzten vier Formeln leiten auf den Gedanken , mit Hülfe der 
Thetafunctionen neue Functionen zu bilden, welche, wie die Kreis- 
fUnctionen, die Eigenschaft haben periodisch zu sein, d. h. wieder den- 
selben Werth anzunehmen, wenn das Argument x um eine bestimmte 
Grösse zu- oder abnimmt. Offenbar stellt der Quotient irgend zweier 
dieser Thcta eine solche periodische Function dar, wenn die Zahlen m 
und n gerade angenommen werden. Es ist aber am vorllieilhaftesten, 
wie sich in der Folge zeigen wird, folgende drei neue Functionen in 
die Redinung einzuführen: 

*(^) = £ 

OteTanctionen f{x), g{x)j h(x) sind nun periodische Functionen 
von denn die letzten Formeln des 22. fuhren unmittelbar zu 
den Gleichungen: 

(1 .) fix + m»i + nvi) = (-!)•" f{x) 
(2.) (j^x-^- m7i-\-nvi) ~ (— xy-^^^ix) 
(3.) h{x^mn-\-mi) = {r-lYh{x) 

3* 
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und von diesen gelangt man sogleich zu den Formeln 

(4.) f(x -{-2mn-\-nvi) = f\x) 

(5.) g(x-\' 2mji -f- 2« vi) = g{x) 

(6.) h{x-{- mn -f 'Invi) — h{x) 
aus welchen die periodische Ntitur der Functionen f, g, h hervorgeht. 

Diese drei Functionen sind aber nicht blos einfach periodisch, 
wie die Kreisfunctionen , sondern sie sind doppelt periodisch, 
d. h. sie nehmen wieder denselben Wi;rtb an, nicht nur wenn sich x 
um ein reelles Vielfaches von n ändert, sondern auch, wenn x um 
ein imaginäres Vielfaches von v zu- oder abnimmt. Sie haben also 
eine reelle and eine imaginäre Periode. 

J>ie letzten Formeln des §. 21 geben sogleieh für imaginäre Ar- 
gumente der Functionen g, h folgende wichtige Relationen: 

(7.) A^,-) = i^ 

1 



(8.) 9{vD,v) = 

(9.) A(i2?,»)=: 



wo 



1^ = 11* und = ~ 



ist. Die letzten zwei Formeln geben fllr = o sogleieh die vier 
folgenden: 

_ 1 

yiu, i') 
Ii (o , v) 



(10.) p(o.i/) 



(12.) g{o,v) 

(13.) h{p,v) 



9^0, V) 
1 



welche sämmtlieh sehr oft benutzt werden. 

Ausser diesen Formeln ist noch folgendes Formelsystem zu be- 
achten, welches unmittelbar aus. den Gleichungen (1.) bis (4.) in 
S. 22 und (1.) bis (4.) in f. 18 hervorgeht: 
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also 



(lud 
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(u.) ^(|-x) = ^-=r^-,(».,-i,) 

« 

(15) »(.-j -a'; = jj = «"'/■(«, "-w) 
(16.) A(|.-^) = jl = A(x.»-i») 



w »('±f-4)=-f • 

Nach den 9 letzten Formeln ist also der Gang der Funclioiieil 
fx, gx, hx bekannt, wenn man ihre Wcrlhe \on o; = 0 bis x = \n 
berechnet hat, denn für negative x linden offenbar die Formeln Statt; 

f{—x)~—fx\ gi,— x) = gx; h{—x) — hx 
und für complexe Wertlie von x lassen sich diese Functionen, wie 
sich später zeigen wird, in einen reellen und einen imaginären Theil 
zerlegen. 

1. 24. 

« 

RelalioneQ dar Thetaftinationeii Ton yenchiedenen Moduln. 

Die Formeln, welche jetzt gebildet werden sollen, sind lUr die 
Theorie der Jacobi'schen oder Tbetaftinciipnen ausserordentlich wichtig 
lind verdienen deswegen eine sehr sorgflillige Beachtung. 



Fenier 



1. 
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In der Reihe t'Ur sei s und in der tlir sei o der Buch- 
stabe, in Beziehung auf welchen summirt wird; dann ist 

Der Exponent von e tösst sich auf die Forin bringen: 

Hier müssrn 5 und a die AVcrllie aller posilisen und net'atiseü gdiizcn 
Zahlen anthhitifn, .so dass i(s-\-a) und Us — a) entweder zugleich pübiUve 
oder negative ganze Zahlen oder auch Zahlen von der Form w-fi 
sein werden, wenn n eine beUel)ige positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. Hieraus foliit, dass die Doppelreihe für fix {{y auch durch 
' die Summe folgender zwei Doppelreihen dargesleüt werden kann: 

^^11^ e-2K* '+0 ')-2il*(x+/)+o(Ar-; j j 

Nun ist aber, wenn man unter dem Functioaszeicheo ^ den Modul 
mu ausdruckt, sobald er ein anderer als v ist, ^ 

also ist 

Nach $. 22. ist aber 

folglich wenn man 2v statt v setzt, 

^x — vi, 2v) = e^'^+i" Q (a;, 2»). " 

Ebenso ist 

^(x — vi, 2v) = c'^+i»' Q (a:, 2v). 

Ersetzt man daher in der vorigen Gleichung x durch x — ^vi und y 
durch // — |vt, so erhält man, wenu die so gewonnene Gleichung 
durch e'(*+y)+i'' dividiit wird, 

= ^(«+y,2»)a(iP-y,2Ö+^(»4.y, 2v)^(X'^.y,2p\ 

Vertauscht man in der ersten Formel — x luiL o; und ^n— y mit 
y, so gewiiiüt man folgende neue: 
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Für x—\vi statt x und f/~^vi stall y liefert diese Formel mit Be- 
nutzung der bt kaituten Heiatiouen 

Substiloiit man in den Formeln, welche wjr fUr die Froducte dxdy, 
gefunden haben, u = X'\'y, v^x^—y, v statt 2p 
und vertauscht dann « mit x und v mit y, so ergeben sich folgende 
vier Gleichungen 

(1.) tj^^,x-]-y),^v)Or}^(x-y),^p) = (lxqy-€ixQy 

(3.) 4 (K* +3^), i»-) ^ (K« -y), l") = + <l»4y 
(4.) «aCa»+y).i«')«tttC»--8f)*i») «»<ly+^%. 

fifetzt man in ihoeo ^n — x statt x und \n — y statt so verwandelt 
man sie leicht mit Benutzung der Formeln des %. 22. in 

(6.) <^ (Ka?+ y)»*'') ^ac^-y), W = ^«öy + 
(7.) = - Bxß^ 

(8,) ^(K^P+ y),4v)öa(ap-y),ijr) = ^a;9y - 

Ersetzt man jetzt in den bleichungen (5.), (8.), (4.) und (1.) v durch 
2v, ^ (a^-j-y) durch x, -Kx — y) durch so erhält mau durch Addi- 
tion und Subtraction zweier Gleicliungen: 

(9. ) 2 ö 4- 2 v) ö (« - y, 2») = Öa? % + ^ dy 

(10.) 2^(a? + y,2y)e}(a?-y, 2r) = ^«^y 

(11.) 2^(a?+y,2y)^(aj-y,2v) = <Ja?%-da?^ 

(12.) 2Q(a:-{-y, 2v)Q(x-y, 2v) = ^^y^-Oxdy, 

$. 25. 

Als specielle FSUe dieser xwOlf wichtigen Formeln verdienen ganz 
besonders folgende hervorgehoben zu werden: 

(1.) exfix= d(o,2v)d(2x,2v) 
(2.) eix6ix = Oiß, 2v)6f f 2ir, 2v) 
(3.) dxe,x=- iü{oA*')^{^Av) 
, (4.) ^^ = ^^(o,iy)a(ay,W, 

'von denen (1.) aus (9.) in %. 24. für y = a; folgt; (2.) aus (6.) fQr 
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y = 0, x~1x und V = 1v; (3.) aus (6.) für y =^x und endlich 
(4.) aus ( :{.) für y = x. 

Aus den letzten Formeln fliesseu noch folgende dm andere, 
welche sehr oft benutzt werden müssen; 

(5.) 6ofto^(i(in,ipy^^an,^py 
(6.) (?o^o = tf(o,2v)* =Ö(-Jjr,>«v)' 
(7.) (ioeio= i^{o,\v)\ 

Die Foriiiel (5.) folgt aus (2.), wenn x durch ', !t— a? ersetzt, der 
S. 22. heiiutzt und t™0 gesetzt wird, nachdem man 2v mit v ver- 
tauscht hau Die (6.) ist die (1.) fUr x = 0 und ebenso folgt (7.) 
aus (4.). 

S. 26. 

Für y = 0 folgt aus (4.) in |. 24 

Nach (1.) in $.25 ist aber 

Der Quotient dieser beiden Gleichungen liefert: 

(1.) hobx-}-gogx = h(^,^p). 
Auf dieselbe Weise folgt ans (1.) in 24 

(2.) hohx-go9x = j^^y 

Bas Product dieser beiden Gleichungen giebt 

(3.) ho' Aa;^ — iP^ ox'' 1 . 

Für y = 0 giebt das Product der beiden Gleichungen (9.) und (10.) 
in §. 24 

I>iach (3.) in | 25 ist aber 

2^(a;, %») ei{x, 2y) = ^0^2^ 

Daher W 

oder auch, wenn man mit do*dx* dividirt, 

(4.) ho*-hx*==:go^fx\ 

Für a; = 0 erhält man aus (3.) 

(5.) ho*-0o*=^i. 
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Multiplicirt man (1.) mit Ito' und addirt das Product zu (3.), so 
crgiebt sich, weoa man (5.) benutzt, 

(6.) ho'fx^-\-gx'=zgo\ 

Diese Formel und die beiden andern (4.) und (3») 

(4.) ^Ya?' + ite' = Äo' 

' (3.) ho*hx*-go'gx* = \ 

gehören zu den wichtigsten der ganzen Theorie. Müliiplu irl man ( 6.) 
mit Ao', (4.) mit go^ und zieht das erste Producl vüiu ^weilen ab, so 
erhält man noch die Formel: 

(7.) go'hx'-ho^gx\=zfx\ 
$. 27. 

Dividirl man jede der Gleichungen (10.), (12 ) im S* 24. 

durch (9.), 90 eriiSlt man auf der Stelle folgende drei Formeln: 

(1.) ax+g,i»)f(x-,hiy)=^^ 

(2.x ,(x+,,2.),(,-,,2,) = 

(3.) »(»+jf,2i.)*(a!-r,2i') = ^^^. 
Ferner leitet man leicht folgende vier Formeln ab: 

.; (5.) eo'fe^^=/«w»' 

Die Fonnnl f 4.) folgt aus dem Producte der Formeln (5.) und c^-) in 
§. 24, ^^mn man (1.) in §. 25 berücksichtigt. Um (5.) abzuleiten, 
inuss man (6.) und (7.) in §. 24 mit einander muUiplicireu und (2.) 
in §. 25 anwenden, 

i Zur Ableitung von (6. ) benutzt man die Fonueln 
■ 0{^n-x) = (ix 



• j 



V ♦ 

4 • 



nach denen also 



1 
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ist FOr ^n—x statt x folgt dann aus (5-.) 

und wenn man auch in (4.) durch — x ersetzt, so ergiebt sich 
noch 

Mit Hülfe von (4.) und (6.) in ji. 26. verwanflell man nun leicht die 
rechten Seiten der beiden Gleichungen {a.j und {^b.) t>ü, dass die Foi- 
ipeln iß.) und ^^7.) erscheinen. 

%, 28. 

Benutzt mau die Formeln (3.), (4.), (6.) im §. 26, so erhält 
man sogleich, wenn man in dem Producle hx^fif^ erst fy durch hg 
und dann kx durch fx ausdrückt 

und wenn man ebenso mit ^*fy^ verfährt, so wird 

go'gx- gx^gy' ^ go'ho'fy' — ho'fx'fy\ 
Subtrahirl man diese Gleichung von der voi[ierfj;ehenden, und wendet 
(3.) und (5.) in §. 26 an, so gelangt man zu der Formel 
(1.) fx'fy'-gx'gy'^hx'hy'=\ 

welche die drei wichtigen Formein (3.), (4.), (6.) in %. 26 als spe^ 
cielle Fülle in sich enthttlt Denn Itlr y = o erglebt sich aus ihr (3.); 
für y :=£ ist 

fj^t' "2="' ''l^lü' 
also verwandelt sieh die (1.) für diesen Werth von y in N. 4. Für 
y SS ^^ff ist nach S* ^2 

.fv% n\ ho /vi n\ i ./vi n\ 

also erhalt man für diesen Werth von y aus (1.) die N. 6. 

$. 29. 

Die Additionstheoreme für die Fanctionen f, j/, h. 

Mutiiplidri; man die Formeln (9.) und (11.) in $. 24« mit ein- 
ander und setzt der KOrze wegen x-^y^%, y=:it> so cr- 
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hllt man 

Aus (11.) wird abtr für y =^ x 

Benutzt inaD diese Formel und die N. 1 iu $. 25 

so gelangt man, wenn 2a;j 2y entsprediend mit x+y« dß— y 
verlausdit werden, zu der Foimel 

(1'.) 2dx ^x6y (ly r= 00 ^0 \6{x + y) fHx - y) -f d{x-y) ^{x + y)). 

Das Product der Foriueln (10.) und (12.) liefert auf eine ähnliche 
Welse 

(2'.) 2^x(3x%% =: Oo^o\d{x-]-y)^{x^y)-d(x-y)6i{x~\-y)\. 

Durch Vertausch ung von x mit ^Tr^dP geben diese Formeln die beiden 

neuen 

' (3'.) 26i^ßfßdytty = ^<'<j<»l(?(»+y)a(«-y)+^(«-y)<l(«+y)) 

Benutzt man die, Gleichungen (3.), (4.) und (7) in §. 25., sowie 
(6.) und (7.) in f. 24, so gelangt man leicht zu den beiden Formeln 

(5'.) 2ex€ix%€iy = ^o^o\0^x-[-y)0[x-y)-\-0[^x-t-y)^ix—y)\ 

(6'.) 2^x(ixdy(\y = ^oeio\^(x-^y)d(x- y)-e{x-+y)6i(x-y)\. 

Mit Hülfe von (1.) und (2.) $. 25 ergeben sic^ auf gleiche 

Weise die Formeln 

(7'0 24a;^^y^= ^oao(^(«-f |f)a(«-!f)4-«(*— 

(8'.) %0x^^^ r= Öo«o{^(aj4-y) -^(« + y)|. 

Die Formeln (9.) und (10.) in %, 24 verwandeln sidi mit Hülfe 
von (1.) und (2.) in |. 25, und durch gehörige Buehstabenvertau- 
sebung in' 

(9'.) 20x%c Oy % = Öo (?0 j G,{x 4- y) Oyx - y) -\-(i[x-^ y) d{ x + y)\ 
(10'.) -IßxQxO^i/ßy = eoqo\e^(x-y)e{x~ry)-^(x + y)d(x-y)\. 

Bezeichnet man jetzt die linlce Seite der Gleichung (4.) in §. 27 mit 
27, so lassen sich diese 10 Gleichungen, wenn man sie gehörig ordnet, 
in folgender Weise darstellen: 

(1.) if«AoTlA«+y)+/(«-y)}=A»fljr% 
(2.) gohoT\f(x-^y)'-f(x^y)] = fyffxhx 
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(3.) goT\g(x--f)-{-g(x'^y)\ = sa^siy 

(4.) goT\g{x — y)-g{x-\rij)\ = fxhxfyhy 
(5.) hoT\h{x~y)-\-h{x^y)\=^ hxhy 

(6.) hoT\h{x~if)-'K^-\-y)\ = f^y^fysy 

(7,) ' go T\f(x -h y) + f(« - y) A(« + y)l = f«A«w 

(8.) ^0 T{f{x + 1/) Ä(a; - j,) - /(a; - y) h{x + y)\ = fy hygx 
(9.) ho T\f{x + )öfia; - y) + f{x - j^) ^(x + y)| = fxgxhy 
(10.) Aor|/'(a?+y)^a;-y)-/la?-K)flf(af+y)| =ftÄyA« 

(11.) ^oÄor{^j?4-y)A(«— y)4-K«— y)*(«+y) =ö«»**5y*y 

(12.) 9t)hoT\g{x-^y)h{x-y)- g{x - y) h{x -\-y)\=fx gx fy gy 

Dit! FornielM (1.) und (2.) ergeben sich leicht aus (5'. ) hc/iiphch 
((>'.), indem man die in §. 23 definirten FnncUoncn f, </, h einführt; 
in derselben Weise erhält nmn (3.) und (4.) aus (!'.) und (2'.), (5'.) 
und (6.) aus (9'.) und (10'.), (7.) und {K] aus (3'.) und (4'.), (8.) 
und (9.) aus (7'.) und {S'.). Die beiden letzten Foriuehi sind mit 
Hülfe der Gleiehungen (2.) und (3.) in §. 24, und (2.), (4.) in §. 25 
gebildet worden. 

ÄU5 diesen Formeln folgen sogleich noch drei andere: 

(14) 'fQ^+y)K^—y)—f(^-y)K^'\-y) _ 

y(«-y)+p(«+y) 99 

/i-^H y)9(.'r~y)-f(^-y)9(^ -\ y^ _ fyoy 

§. 30. 

Ans den sechs ersten der hier aufgeslelllea Gleichungen bildet 
man sich durch Addition und Subtraction die wichtigen Forniein: 

(1.) goHofi.±y) = &M^^p . 

(2.) ,.,(.±y)= ^7+yyy'V 

(3.) A„A(x±y) = *iÄ^^ 

in denen die oberien Zeichen zu den oberen und die unteren zu den 
unteren genommen werden mOssen. 
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Wenn man je zwei der Gleichungen in §. 29 addirt und sobtra- 
hin, so erbSlt man leidit eine grössere Zalil von Formeln^ welche zum 
Theil die letzten drei m anderer Form darstellen und die wir spüter 
angeben werden. Ans den Formeln des 29 erhält man noch, wenn 

(4.) durch (5.) und (3.) durch (6.) dividirl werden, nach gehöriger 
BnebstabeavertaDSchung: 

^ ^ '\ % J'\ 1 J ho'ky-\-hx go'gy-\ryx 
Der Quotient von (11.) durch (5.) liefert in derselben Weise 

(5-) .(4^>(^)=^^^^- 

Ferner gieht (U.) durch (3.) die Formel 

und endlicli erhält man, wenn hier die N. 4 durch N. 5 dividirt wird, 

y4(*+y)fifsC* — lio{yxhy-\'hxgy) 
Aus diesen 4 Formeln ergeben sich fQr |f = o folgende 

(si\ r(^ — ^^ go-gx _ho ho — hat 

00.) ^01)'='^-^^^ 

^ \g^xy ho hog9-\-gohx 

§. 31. 

Wir bedürfen in der Folge noch einiger specicllen Fülle dieser 
Formeln, welche wir jetzt aufführen, um später den Forlgang der 
EntWickelung nicht unterhrechen zu müssen. 

Für y = o liefern nämlich die Gleichungen (0.) bis (12.) in 24 

(2.) 2ßKx,2vy ^^oOx-do^ 



t 
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(3.) 2^(a?,2v)* s= ^üfiß—Oodw 

(4.) 2(i(x,2vy = 6lo€ix-\~0oda;. 

Zieht man aus dem Producte (l.)-(4.) und (2.). (3.) die (Quadrat- 
wurzel und benutzt (1.) und r2/^ in 25, so erMU man die beklai 
ersten Gleichungen der folgenden Gruppe: 

(5.) 2ö(2«,4i.) ^ )\(io Öj; ^ -j- i)o dx) 

(7.) 24(2»,4i.) = (Jaf-^« 
(8.) 2<?(2ar,4y) = 4a; + öa?. 

Üie letzten Gleichungen ergeben sich daraus» dass 

e(x,9) = ^!^„r-l)*«-^**(!0s2#a? 

^(a;,y) = ^;i^e-'f*+4)'cos(2«-h 

<|(flp,») = «-»'*» cos2#a? 

also 

<t(2a:, 4») =r J^l^e-»'t»*+«« C08(4* + 2)« 

(J(2a;,4y; = 211^6-''^'^')' C054ja?. 

Die Samme dieser beiden letzten Gleichungen liefert ^ und die 
Differenz dx und diese Operation beweist die Riehtiglteit der Formeln 
(7.) und (8.). 

Dividirt man die Gleichungen (2.), (3.), (4.) durch (1.) und sieht 
aus dem Quotienten die Wurzel« so erbXlt man 



ho — lix 
ho -j-Aaj 

fhohx — 1 



(9.) f{x.V) = f 
Fttr x = o ergicbt sich aus (5.) die Formel 



(12.) d (i»,4v) = do Viho (Ao» + 1) 

und wenn man diese Formel benutzt, so iiiessen aus den Formeln (5.) 
bis (8.) sogleich die folgenden drei: 
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(13.) 

(14.) :r-r) ^p^' Tm^ 



(15.) h{2x,iv) = ^^^tM±D^±J}. 

Aus den Formeln (9.), (11.), (12.) in |. 24 and (2.) in §. 25 er- 
giebt sich (Qt y = x 

OxCtx 



(16.) 




Ox Qx 
d(o,2v) - 


(17.) 


<^(2a;^2v) = 


6^x(ix 


(18.) 


€i(2x,2v) = 


2^(0,2») - 


(19.) 




€ix'-{-Ox* 
2«(o,2v) ■ 



^x^-dx' 



Dividirt man die Ui'ei letzten dieser Formeln durch die erste, so er- 
hält man 



(20.) A2a:,2.) ^(^^-^ m^-hx^iho^hx^) 



90' 



(21.) 9(2x,2v)= ^^-^ ^"^'""^ 



(22.) A(2a;,2.) = ^^^^^^^j^ = ,/ — 

Die rechte Seite der Formel (20.) ergiebt sicii durch Benutzung der 
Formel 

(23.) 2öx^a:Qjr(?jr = 0o(lo(io€({2ji) = (\\o) ^(2j-) 

(welche aus (5'.) in §. 29 tüi" y ~ s erhnlten wird), wenn mau die 
Formeln (1.) bis (4.) in §. 31 bciücksichligt und (1.) in §.32. 

Es muss noch bemerkt werden, dass der Quotient von (7.) durch 
(8.) £u der Formel führt: 

^(2jr,4») _ jy(2j:,4») _ Ajr-l 
^ { ^(2x,4»)"ik(2jr,4ir) Ax+r 

welche sich fIDr X SB o in 



* 
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verwandelt. 



S. 32. 

Die Diffwentlalqnotienten der Fnnotioiien f», ff», hx. 

Wenn -man in N. 2 des $. 29 jt* mit jr-j-^ und dann y mit 
yeilanschlv so nimmt diese Gleiehung die Gestalt an: 

Dividirt man diese Gleiciiung durch a und setzt dann a = 0, so wird 

gohof'x =sJ'ogxhx, 

Es ist aber 



also 

Nacli N. 4 in §. 16 ist 

Aus den Formeln (3.), (5.) und (6) desselben §. ergiebt sich aber 

domo = 29M(9'»?')ri7,r(i-9*'+')^(i+9'*+^r- 

durch wirkliches Niederschreiben der Factoren überzeugt man sicii, üass 

dass also ein solches Product nicht verKadert wird, wenn man r durch 
r*, ersetzt Diese Substitutibn kann also immer von Neuem vorge- 
nommen werden, so dass zuletzt, wenn r •< 1 ist, r durch eine un- 
endlich kleine GrOsse ersetzt werden wird. Das Product hat also offen- 
bar den Werth 1 und daher ist 

(1.) ß^o^doetotio 

und 

(2.) ro^qo^o 

also 

(3.; fx^Oo^gxhx. 
Mit Hüire der Gleichungen (4.) und (6.) in S. 26 lassen sich nun 
auch die Differentiaiquotienten der Functionen gx und hx berechnen. 
Man erh&lt aus ihnen mit Benutzung von (3.) 



üiy 
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(4.) g'x= -eio'fshc 

(5.) h'x^ -^o'fxgx. 
Die letzten drei Formeln werden otienbar durch die eine ersetzt: 
(6.) go'ho'ifjij = —(fo'(jgxJ = -Ao'(Ax7 = 2^o' ho' fx gx hx, 
deren Integrale die Gleicbungen (3.)» (4.) und (6.) in $. 26 liefern. 

§. 33. 

Mit Hülfe der Formeln (7.), (8.), (9.) in §. 23 lassen sieh jetzt 
die Functionen fx^ g.r, hx für complexe Argumente in einen reellen 
und imaginären Theil zerlegen. Denn hezeichneu wir jetzt kurz 

fjc, gx, hx durch f, g, h 

und 

f{y'y)> 9{y'>>')^ h{y',v') durch 9', h', 

wo y' und v' mit y und v durch die beiden Gleichungen (1.) und (2.) 
in $.21 zusammenhängen, so wird nach den enwähnten Formeln, 

/"(»!/) = 9iw) = y^ 

und 

1 ^ h'o 

so^ ho — — , 

also nach N. 1 in %. 30, wenn man y durch iy ersetzt, 

(1.) goHof(. + iy) = f^i;i. 

Der Nenner dieses Bruchs ISsst sich umfortnen; denn es ist nach 
N. 4 in S. 26 

und nach N. 6 in $. 26 

gf' = g'o*-~h'o'r, 

folglich 

fl" i-n" = g'o'-g'o'h'r = 9'o\i-k'r) 

oder 

(2.) s^'+f'f"=i,(t~h'r'). 

Daher ist auch 

_ f{i^fi')k{y',v') igj x, i')k(x,v )f{y',v>)g{y>,v') 

i-h{x,yyf{jy',v'y 
Scb«UI»acli, elliptische Integrale. 4 
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VerfNhrt man ebenso mit den Foriialn (2.) uiul ^^<>.),iii §. 30, so ge- 
lungt man zu folgenden wichtigen Gleidinngen: 

(5.) ^^.K.±.,) = *^±^'. 

hih- jede, auch complcxe Grösse w=x-\-yi ist nach N. 6 
in %. 62 

go ' go- 

Dali er kuun niaii setzen 

(2.) ^9{x-\-iy)= cos (9) H- 

Vergleieht man diese Formeln mit N. 3 und N. 4 in S. 33, so er- 
giebt sich 

ß' . . ighf'q' 

sin (p cos %^) = j7i-jj»p J t^^os y si lu j/y = ll^f^^^^ 

cosy COS 1^ = sni y sm iv/ = ^ZI^* ' 

Die Summe der Quadrate dieser vier Gleichungen giebt 

oder 

(4.) rft''+^v'+ÄT'=i 

oder 

in weleher Formel x und ganz beliebige Grossen und p und 1^ 
eomplementSre Moduln sind, welche durch die Gleichung 

ifi>' = 

mit einander zusammenhangen. 

Durdi die letzte Gleichung N. (4.) ist der Nenner der Brüche in 
den Formeln (3.), (407 (^0 in % 33. auf folgende drei verschiedene 



(3.) 
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Weisen ausdrückbar: 

(5.) i-hT==rh"+9Y=9o'{r+rn 

iMit Rücksicht auf diese Gleichung ergiebt sich sehr leicht aiis 
deo Formeln der 3. 

a& fh' 

(7.) cosy =: 7-^=; siny = — ^- 



fh' 

(9.) tg93==i^. 

Auch erhält man, mit Hülfe von N. 20 in $. 31, 

f{2x,2v) _ sin2y 

/'(2iy,2y) ~ sin2i^ ' 
Die Summe der Quadrate der drei Formeln (8.) liefert die wiebUge 
Gleichung (4.) und durch die letzte derselben und (9.) werden die 
Winkel (p und xp am bequemsten aus x und y bestimmt, denn y 
httngt mit y durch die Gleichung 

zusammen. 

S. 35. 

Bezeichnet man 

ar-fty szw 

so ist nach dem vorigen Paragiapheu und nacli %. 26 
(1.) ^fio^ÜBt 

(2.) ^ = cosx 



Das Differential der N. 1 ist nach §. 32 



~ r»«*» == — Öo'.ow ,hw,dm=i cos» ifa 

yo go 

4» 
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'^'^ (4.) flo«.«to= * 



1^ 



sinx' 



W^n nun «Ue Integrations-Gonstante so beslimmt wird, dass mr 
XnO aueb ip^^sO ist, so kann man jede der Gleichongen (1.), (2.), 
(S.) als das Integral der Differentialgleichung (4.) betra«Aten. 

Um Anfangs« der leichteren Uebersicht wegen, die imagioSren Argu- 
mente zu yermeiden, nahmen wir hier ysO also auch i^=:0 an, 
und setsen go^ _ 

dann gelangen wir zu der Gleichung 

(5.) J = yi-*'8in»' = ^v 

oder 

^ ^ { I l-ifsinijp' 

Der Werth \on Qo lässt sicli aber bestimmen, <la lür % = auch 
^s=^n wird, folgheb ^ 

tiü = — und 

Das elliptische Integral erster Gattung N. 6 iSsst sich also jetxt 
berechnen; dran da man, wie sich bald zeigen wird, aus der Gleichung 



'*~Ao~flo 1 



die Grösse q durch ein Umltehrungsverfiihren aus k berechnen l^ann, 
so ISsst sich 9 durch eine der Gleichungen 

. ho ^ 1 J Tcu\ 



Digitized byj^j^Ble 



i 



Bildang doppelt periodiaeber Fnnotionai *iu den Theteflmetio&ea. 53 

btttimmeD, wenn x gegeben ist. VermOge dieser Gleichungen findet 
man dann aber auch durch ein Umkehrungsverfahren oder u aus ^ 
und bat somit die Berechnung des Integrals 1» vollendet, da sich 
unmittelbar aus q ergiebt 



Tierf er AlMcfmltt« 

Ueber die Berechnimgs weisen des numerischen Wer- 
thes eines elliptischen Integrals erster Gattung. 

f. 36. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen eine Vorstellung davon ge- 
geben haben, wie die Berechnung eines elliptischen Integrals erster 
Gattung mit Hülfe der Thetafanctionen ausgeführt werden kann^ wol- 
len wir jetzt die zweckmSssigsten Formen einer solchen Bechnung aus- 
fdhrlicher mittheilen. 

Ehe man die Berechnung der numerischen Werthe einer Func- 
tion unternimmt, muss man sich stete vorher eine Vorstellung von dem 
Umfange des Bereichs dieser Werthe zu verschaffen suchen. Das Integral 

*i l/l-if'sin^' 

liegt offenbar, wenn sich 9 von 0 bis \7t und k von 0 bis 1 er- 
stredLt, zwischen den Grenzen 0 und oo; denn fQr ^ = 0 ist auch 
tt r= 0, was auch k für einen Werth zwischen 0 und 1 annehmen mag 
und fttr 9> =5 ^ff und ik = 1 ist 

Die Grenzen des Werthes von u sind also sehr weit. Es ist daher 
wQnscbenswerlh , sich eine genauere Vorstellung von der Aenderung 
von u bilden m kbnnen, während qt und k alle mögliche Werthe 
durchlaufen. Man kann sich zwar leicht durch eine einfache Unter- 
suchung des Integrals diese Kenn tniss verschaffen; da aber bereits von 
Legendre Tabellen fUr unsere Function berechnet worden sind, so 
stdlen wir hier sogleich eine solche Tafel im Auszüge dar. 
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9 



0°| 10° I 20° I 30 ' 



0" 
^10» 
20» 
30° 



«(40" 

50° 

80° 
\90» 



0 0,175 0,349 0,524 0,6f)^ f).S73 1,017 1,222 1,396 1,571 

0 0,175 0,349 0,524 0,700 0,876 1,052 1,229 1,406 1,583 

0 0,175 0,350 0,526 0,704 0,884 1,066 1,250 1,434 1,620 

0 0,175 0,351 0,529 0,712 0,S9S 1,090 1,285 1,4S5 1,686 

0 0,175 0,352 0,533 0,721 0,917 1,123 1,337 1,560 1,787 

0 0,175 0,353 0,538 0,732 0,940 1,164 1,407 1,666 1,934 

0 0,175 0,351 0,542 0,714 0.965 1.213 1,494 1.^12 2,157 

0 0,175 0.355 0,546 0,754 0,988 1,262 1,596 2,012 2,505 

0 0,175 0,356 0,548 0,760 1,004 1,301 1,692 2,265 3,153 

0 0,175 0,356 0,550 0,763 1,011 l,3i7 1,735 2,436 oo 

Die erste horizontale Zeile dieser Tabelle enthält die ^^■c^the des Win- 
kels (f von 10 zn 10 Grad und die erste vertieale Columue giebt die 
Wertbe dcb Winkels von a an, weini nämlich der Modul 

k = sino 

gesetzt wurd. Die den Winkelo <p und a entsprechenden Werthe von 
t» findet man an der Stelle, wo sieh die entsprechenden horizontalen 
und verttcalea S|Nilten kreuzen. Kbw ersieht aus der Tafel sogleich, 
\\ic langsam anfangs der Werth von w wKchst, seihst bei bedeutenden 
Äenderungen von q> und o; vie aber spüter dieser Werth ausseror- 
dentlich rasch zunimmt, wenn sich diese Winkel ihrer Grenze ^ 
stark genähert haben. 



§. 37. 

Will man sich zur Berechnung eines Integrals von der form 

(1 — sin sin y rfg) 



einer Reihenentwickelung hedienen, so verfährt man ziveckmässig aut 
folgende Weise. 

Man überzeugt sich leicht, dass 

1— sina'sinfjp' = cosia*(l — tg^a'e-9^')(l + tgia'e-''sp') 
ist, wenn man die Klammem auflöst und die Formel 

1 := (cos|a*+sinia*)^ s cosia* + |sina'-f-8in|o* 
bertlcksichtigt 

Bezeichnet man nun den Binomialcoefßcienten 
n(»— 1)(» — 2)...(yi — ffl-[-l) 

1 .2.3 .m "* 
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so wird 

Führt man die Multiplication rechts aus und ordnet nach Potenzen 
von e*' und 'hedient sich des Suninienzeidiens, so findet man bald 

(1.) = cosla^-^^n.tg^a*^ {«, 

4- t«,+it6ia'cos 2y -f ^a*coi4g> + 2ii«+3 tg^ a'cos 6y + -j • 

Setzt man nun der Kürze wegen 

(2.) cos^a*-2:,T tg*«^^^"* = 

so wird 

o 

= + ili sin 29 4- i^sin Aq> + sin 6^ + i^ain 8y + 

und 

y.\rt 

= 4ffC0sia*"|l +«:i«|«*+«;tg4a»+ii;tgiflf"+".|. 

§. 38. 

Eine weniger rasdi' convergirende Reihe erbSlt man, wenn man 
unmittelbar die Entwicklung anwendet: 

(1— sino'sin^y = 1— fi,8in«*sin9*+fi»8ina*sin9)* 

und die Formel benutzt 

«n^P^ = ^1(2«),.- 2(2»),_iCOs2^+2(2n)^,C0Ä49» 
— 2 (2ä)«_3 cos 69) -|- • • • ± 2 cos 2 n q> \ . 
Ordnet man dann nach den Cosinus der Vielfachen von (p und 

setzt 

(\\ ^( IV w,^n.(2ji + 2ffl).sina^*+^*' _ ^ 

80 wird 

(l-sino'siny')" = B^^2B^ cos 2^ 4-25, cos 4y + 25, cos 69+.- 
also 

(2.) /(l - sina'siny»)"«'^^» 

=a sin29 + i^, sin 49 + ^Ä, sin 69) -f 
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und 

•irr 



*sina'*. 



0 

Es ist aber 



also 



S. 39. 

Man erbKIt eine dritte Entwickelung des Binoms,' wenn man sing» 
durch eos^ ausdrückL £s ist nämlich 

1 — sina'sin^' = cosa'4-sina*cos^* s= co8a*(l H-tSa'<^s^*) 
also 

(I — sin «'sin 

Benutzt man nun die Formel 

008^'- = ^{(2«)» + 2 (2n),.iCOs2^ + 2 (2n)«_2 cos i(p 

f 2(^»)«...3COs6<3p 4 4-2cos2»yl 
ordnet nach den Cosinus der Vielfachen von g> und aetzt 

(1.) coso'»^ """"jEtt — = 

so wird 

(1 — sina'sin^')'* = + 2C| €082^1 + CO849 +2C,C086^H-'.. 
also 

(l — sin a^. am g>^ydq> 

= Coijp -f Cj sin 2g) 4- i C, sin 4y 4- ^C, sin 6y 4- • - . 

und 

(3.) / (1 -sina^sinyV'dy = i?iC, = i^icosa'''^;» ^^tg«^* 

i/rcosa'-^»(-l)*(-|),n,tga'- 
==i?icosa^»ll--(-iX«^tga'4-(-U»it6«*-(-i),«,«««* + -'-!- 
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f. 40. 

Da 

= (l-i8in«')(l + 2-^eos2y), 

so kann man noch eine vierte Entwickclung des vorgelegten Integrals 
erhallen, die wir der \'ollst;indigkeit wegen noch hier mittheilen wollen. 
Benutzt man aSmllGh die Formel 

cos29)2«+i =:~j|(2n-i-l)-cos2y-|-(2n-] lUicos6qp 

+ (2ji -i-l),_2C0s 1 H \- cos(2» -f l)2y| 

uud setzt 

a^ (\ I ^ »N» wt» w2^+m (2s -|- n 
ti-*sina ; 'Ä0 2»*+™.(2coseca'-l7^ ~ 
so erhält man 

( 1 — sin o'sin y')" = + 21)^ COS29) -j- 2Z>,cos 4y -j- 2/),cos69) -|- — 
also 

(2.) yCl-wött'WnyTrf^ 

(» := H-^|8in29 4- |D, sin 49} + il>s8in69> + — 

und vermöge (2'.) in S- 37 



(1— 8ina*sin9>*)*4l9> s ffrl»« 



§. 11. 

Die in den letzten vier Paratrraplien eiiisvickelteTi Formeln, welche 
VOM Gauss herrühren, können nun unmittelbar zur numerischen Be- 
rechnung eines elliptischen Integrals erster und zweiter Gattung be- 
nutzt werden. 

Zur Berechnung tmrs » lliiitisi tit'ii ijitegrals er^>ler Galtung, mit 
der wir uns hier zunSchsi aiiem beschäftigen wollen, kann man vier 
Reiben benutzen, die man aus der folgenden 

n Vl-aß« -|-iJB3sin694-- 
dadurch erhält, dass man den Goi fficienten Em folgende vier, zwar 
numerisch gleiche, aber der Form nach verschiedene Werthe beilegt: 
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R _ (-1)- (- + 2m),sin^»*^ 

r ^ ^ ^ « (- »» (2s 4- 2ot). 

S. 42 

Wenn man jetzt in der Gleichung (1.) des vorigen Paragraphen 
(p ~ ,]?r annimmt, so reducirt sich die rechte Seite auf das erste Glied 
4 TT und mithin kann man das vollständige elliptische Integral erster 
Gattung duich folgende vier Reihen berechnen: 

(2.) 4»Ä(-Ö:»i>>««^ = *«{l+(*)V"'+(~)'si««* 



V2.4/ 6.1 



2v^l-^sui^( (2 cosecö*-!)* (2coscca»-l)* 

/ 1.3.5 Y 7 . 9.11 
\2.4.6> 8:10.12 
(2coseca'— !)• 
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Vergleicht man die zweite dieser Reihen mit der ersten und 
dritten» so ergiebt sich auf der Stelle, dass 

4 yi-sino'sin»,' cu{a'J j/i_tgio'siii9>' 



I* dff 



»{ yi+tgcr'siny» 

Diese Relationen werden wir gleich nachher auf einem andern 
Wege bestlitigt finden. 

Von diesen Reihen eonvergirt die erste offenbar am stSAsten 
und ist in der That zur numerischen Berechnung des Integrals auch 
anwendbar, sobald a nicht zu nahe an 90* liegt. Zur Berechnung 
des allgemeinen Integrals in |. 39 ist die Reibe, welche die Goef- 
fidenten Ä enthSlt, auch dienlich, aber doch vorzugsweise nur dann 
brauchbar, wenn der Winkel a klein ist 

8. 43. 

Weit bessere Dienste als die Reihenentwickelung, oder auch eine 
geschickte mechanische Quadratur, leisten aber die Thetafunctionen zur 
Berechnung eines elliptischen Integrals erster Gattung. 

I^ach S.35 ist es zunächst erforderlich, aus dem Modul k die 
Grosse q berechnen zu kQnnen. Bs war dort 

(^•) •"=e 

gesetzt worden, also wüi'de der compleuientärc Modul nach §.10 



sein und 

Setzt man nun 
und 



(2.) ^1^ = ^ 



(3.) A = sino, also k'=-cx>sa 
(4.) ^ = i^Af = |/5sä = cosß 



ho 

so ergiebt sich aus der Formel xN. 25 in §.31 

ho—i _ ^(q,4») 
Ao-hl~^(o,4>) 
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und setet 





oder 



1-f 2a«*-aV-2a»«". 



Auf der rechten Seite setze man für z seinen diireh diese Gleichung 
gegebenen Werth wieder ein und gebe in der Entwickelung bis a* 
fort, so ergiebt sich 



» = 1 + 2a (1 4- 2cB* - a'»y - a'(l + 2a»*)» - 2a« 
= l+2a(l+8a»*+20tf»»*)-a'-18a» 
= l + 2a-|-16aV-a«+22fl*= l+2a+15o»H-150a». 



Mit Bülte dieser (ileichung lässt sich der Werth von q aus Ä* für alle 
Fälle f (iie in den Anwendungen vorkommen, mit hinreichender Ge- 
nauigkeit berechnen. 

W'enn k sehr nahe an 1 löge, so würde !(' sehr wenig von o 
verschieden sein und a, und noch mehr ß würden fast mit \7t zii- 
sanimenlall- II . so dass also l nur wenig kleiner als ^ seni kijiintc. 
In diesem Falle wäre die Gleit fHiiif! (6.) zur Berechnung von q un- 
brauchbar ; aher dann erweisen die Foruiela in §. 23 ihre Dienste. 
Denn so eben fanden wir 




q = A + 2A*+ 15r-f 150X«»-|-... 



(7.) »W=f^ 



(8.) /cÖsff = ./ V 

h(o,v) 



und nach §. 23 N. 13 ist 
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1 _ 9{oy) 



also 



(9.) = 1?^. 



Vergleicht inun mm (7.) mit (9.), so ergiebt sich, dass mau v 
mit ^ vertauschen mubä, wenn a in — a Ul)ergeht. Wir hatten aber 



mit einander zusBinmen, oder wenn man unter log die gemeinen Lo- 
garithmen versteht, durch die Gleichung 

1 1 
logylog-^ = ff'yoge)'. 

auB welcher sich, wenn man von beiden Seiten die Logarithmen nimmt, 



ergiebt. ^'ermittelst dieser Gleichung lüsst sich daher if aus q sehr 
leicht berechnen. 

Man braucht also jetzt die Formel (6.) zur Berechnung von q 
nur so lange zu benutzen, als a nnter \n Uegt. Wenn also mit 
Hülfe von (6.) bereits q für alle Werthe von welche zwischen 0 
und \n hegen, berechnet worden ist, so findet man durch (11.) alle 
Werthe von q, Vielehe es annimmt, wenn sich er von \n bis ^ er- 
streckt, denn denkt man sich q als Function von a, setzt also 



Wird a » in^ erhält es also den grOssten Werth, für welchen 
q noch direct aus der Gleichung (6.) berechnet werden muss, so 
findet man 




(lt.) 




F(a) = q 



so ist 



F(lw- = 
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A = ftf = /I = 0,70710678 

Vk = J^c^s45^ = cos^ = cos32M5'54", 370 

und bimus 

l =0,111 :;2t363 
A» = 0,000000150 

also 

qr=:irn^l^2V = 0,04321393 = ^aV' 

Selbst in dem ungünstigsten Kalle also, in welLlicm k odei' der 
Winkel a seinen grös&ten Werth angenommen hat, bedarf n)an von 
der Reihe lür q nur zwei r.lieder, um es bis anf 7 Decimalen genau 
zu erhalten. Will man g bis auf 6 Decimalen genau bestinnnen, so 
genügt schon das erste Glied jener Reihe, Jacobi hat im 26. Bande 
des Crelle'schcn Journals vom Jahre 1843 eine Tabelle für log^ von 
a — 0" bis « = 90° bis auf 5 Deeinialcn berechnet und eine ähii- 
liehe Tafel halte schon Verbalst in meinen) Traite 61em. des lonclions 
elliptiques 1S41 und später Dr. Meissel 1860 noch ausfiihrliciier 
mitgcthcill. Der starken Convergenz der Reihe für q gegenüber sind 
solche Tabellen hauptsächlich nur in den berechneten Fällen von Nutzen, 
besondei*s für kleme Werth e von k, wo die Differenzen ziemlich gross 
sind und das Interpoliren also sehr unbequem wird. 

Selbst wenn « — 75°, also A- = sin a = 0,9659258 wird, ge- 
braucht man von der Reihe (6.) doch nur drei Glieder, um q bis auf 
7 Decimalen genau zu berechnen. Mau wird also die Formel (11*) 
nm* in seltenen Füllen anzuwenden haben. 

Entwickelt man X nach Potenzen von so Andel man leicht 



(12.) X = i 



i-i/l-F 



= p{ 1 - 4*'+ (1 -Ä')^ - (1 - (1 - 

^k* k' 2\k' 31*' 
16^32"^ 1024 "^2048"^*" 
Diesen Wertb nimmt auch 9 an; denn das Glied X* würde zu dieser 
Reihe erst ein fünftes Glied hinxulttgen, welches die zehnte Potenz 
Ton k enthttlt 

Die folgende Tabelle giebt eine Vorstellong von der Abblfngigkeil 
des q von dem Modul k: 
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ifc=0,000 
^«0,000 



0,100 
0,001 



0,200|0,300 

o,oo2|o,ooe 



0,400 
0,011 



0,500 0,600 0,70010,800 
0,018 0,028k042|0,064 

Fig. 1. 



0,900 
0,102 



1,000 
1,000 



Nach dieser Tabelle ist die 
Figur 1 entworfen, in welcher 0 
den Anfang der Abscissen k be> 
zeichne und OK = KQ die LSn- 
geneinheil darstellt. Für die Ab- 
seisse k ^ 0,9d9 ist die Ordinate 
q r= 0,339, wenn also die Län- 
geneinheit ehi DeiBimeter wäre 
und KA — 3,39 Gentimeter be- 
trüge, so wurde die Gorve, deren 
Ordinate q vorstellt, im Punkte A 
nur noch 0,1 Millimeter von der 

Senkrechten KQ entfernt sein. ^ ^ flTTT^ r l l 
Von hier ab schmiegt sie sich so 
dicht an diese Linie an, dass sie bei dem angenommenen Mafsslabe, 
niöht mehr von ihr zu unterscheiden ist 

% 44. 

Wäre mit Hfilfe der Reihe (6.) in $. 43 q aas gefimden, so 
kt^nnte man jetzt eine der folgenden Formehi benutzen, uro aus x 
den Winkel q) oder aus 9 das x zu berechnen: 

j/k s.n g>=fx=^ ^•l_2«cos2a.H-2g^co64a:--... 



^ — t— I 1 






0 f * 4 *■ a » i 


r 9 5 


> 



{!•) 

(2-) 
(3.) 



J!L — — 9 gtcosap— ^cos3flg-h"* 
r ¥ — ^ — i_2«co82aj+ 2o* C0S4« 



-2gco82ajH-2g^ 

Jw \^ 2x cos 'Ix -j- 2a* cos Ax -f- 

- — — S3> - ■ — 

y^h' 1— 2^cos2j' ; 2g*cos4x — ••• 

Zur Berechnung von q> aus x ist jede dieser Fni rnt lii anwendbar, um 
aber x aus qt zu finden, wendet man am beäteu die letzte Giei- 
chuDg an. 

Vernachlässigt man in ihr und die höhereu Potenzen von g, 
so wird immittelbar oder veiniüge der Formel 

hx — i _ ^(2x,iv) . 
Äas-f 1 ~ ^(2aj,4y) 
hx—l 2q (cos 2ar -h cos 6flg) 
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Setzt man wieder wie in $. 43 

k = sio a; ^k' ~ )/cüsä ~ cos/S; sin a sin y = siny, . 

nx cosy ^ 

so wird 

2g^v« 'i + g* — 4^'*sin2«* 

EDtvvickelt man hier die vechie Seite nach Potenzen von q und setzt 
fUr 9 seinen Werth 

so erhält man die Formel 

(4.) C082a? = ^ig(ifr-<J) -2(A'+5;i')tg(i7r-<J)sm2a5^, 

in welcher nur l" und die höheren Potenzen von k vemacfalAssigt 

worden sind. 

Dieser Ausdruck llir cos 2a; bat durch die £infUhrung der Grösse 
X eine einfachere Gestalt angenommen, als wenn man in der Ent- 
wickelung die Grösse q beibehalten hätte. 

Wenn a nicht 45* übersteigt, so genügt fiist immer das erste 
GUed der Formel (4.) 

(5.) cos2a; = cot4/^tg(i^ — d) 
tm X auf sieben Decimalen genau zu berechnen. Ist aber a grösser, 
so nimmt man für x den durch (5.) gefundenen Werth und berechnet 
mit dessen Hülfe den zweiten negativen Theil der Formel (4.), und 
erhält so eine Gorrection von cos2cp, also von x, die man aber- 
mals auf dieselbe Weise benutzen kann^ wenn eine noch grössere 
Genauigkeit erforderlich sein sollte. 

|. 45. 

Bemerkang fiber diese AttflSaungsmethode der Gleichung (4.). 

Hat man die etwas allgemeinere Gleichung autiuiöseu 

(1.) cosjp = dsioa:", 

in welcher 6 eine kleine Grösse ist, so bestimmt man zunächst aus 
der Gleichung 

(2.) cos jc' = a 

einen genäherten Werth von x und kann dann aus der Gleichung 

eo&a?* = 6sin«^ 
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eiuen zweiten genäherte» Weilh x" liiulcii. /.iehl mau aber diese 
Gleichung von der vorhergehenden ab, so wird 

Da sich uun x" nur sehr wenig von unterscheidet, so kann 
a^ — x' statt 2 sin f. U" — s') und sina::' statt sin { {x" -f x') geschrieben 
werden und ntan erhält so 
(3.) x"-x' = biiina/'^^, 

womit die zweite Niiherung x" gcluiideii ist. 

Ulli zur dritten Näherung überzugehen^ luttsste mau die Glei- 
chung bilden: 

eosä^'' = a — /isin«"". 
Zieht man diese Gleichung von der lUr gos^b^' ab, sb bleibt 
— (cosy — cos üJ") = 6 (sin sin x^") 

oder 
oder 

^y'sina:" = 6.^aj'«sinjr''*~*cosa^ 

< 

oder wenn mau sino^' = sin:r' annimmt: 

(4.) Jt«'' - x" = nb ( ,t" — x' ) LUi, sin a;""-*. 

Auf (iieseiii bequemen Wege füi tst hreitend würde man zwar leicht 
neue NSherunyeii aut'lindeu, sich aber auch Icichl von dem wahren 
NVerlhe cntlfriieu können, wenn man nicht die gegebene Gleichung 
von Neuem als Ausgangspunkt der Rechnung benutzen wollte. 

Bei ähnlichen Problemeu, die äich »ehr häufig darbieten, verfährt 
man in ähnlicher Weise. 

«. 46. 

Wir kehren jtl/.t zu uiist rer Aufgabe zurück. 
Wenn man a; gefunden hat, so bedart mau noch zur Berechnung 
des Integrals 

der Grosse ^\ welche man mit Httlfe der Formel 

<io= l + 2g-l-2g*-h2^'-f 
berechnen könnte, da q in §. 43. durch das bekannte l ausgedrückt 

i>cli«illbach, cllipiUcbe liitc^'rale. 5 
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worden ist Wilidc man diese Rechnung wirklich ausfuhren, so ge- 
langte man zu der Forinel: 

(1.) «ö' = 

Diese Heilie lilr Qo' wird sidi aber nacblier auf ualurgemüssere 
Weise ergeben. 

Wenn sicli q) von o bi^ .^n ei-slreckt, so *ituebiäuft auch j.- das- 
i^clbe Intervall, es ist datier 
I« 

Bei der lUrt clinuiifi dis I.ügarilhnms des ersten Gliedes dieser Reihe 
muss der lofjeos.],^ mit A iauUiplieirl werdet! , wodunb die Llnsieher- 
hcil bis aul 2 lunluiilen der letzten Stelle steigen kann; man vernieidet 
diesen Lebelstand aber, wenn man tWr das erste (Wied 

iHl -1- igißy = in H- «ife- i/^' H- inigiß' 

setzt. 

§. 47. 

Kann man sieb mil den ersten zwei Gliedern der Reibe (1.) be> 
gniigen, so erhält man 

log(^o*= -4logco«i/?-|-log«/{l-f |lg|/y») 

. = — 4logeosijJ-f i\ogelf^iß\ 

wenn man nur das erste Glied in der Entwickelung des natilrliciien 
Logarithmus beibetiHII. 

Addiil man nun noch log^Ti, so erbäll man zur Beiecbnujig des 
Lugaiitbmus des vollständigen elliptischen Integrals erster Galtung die 
Fornud 

logA'= 0,1961199 — 41ügcosi^-f £(lg|/?)», • 

wenn 

logc = 9,03572. 

Um 2. B. 

fUr /r^sin44*' zu linden, hat man folgende Rechnung auszuführen: 
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logcos^J = log ^/cobH" = 9.9284673; ß = 31-59' 24",«2 

logg = 9,o;^r )72 

4,(5V)45(; num. = -! 0,0000049 
— 4iogcos^/y =5 -^4.9,9828523 5=: • • -9,9314092 

-1 -04961199 

log K ^ 0,2647156 
Dieser Werth ist nur um eine Einheit in der letzten Stelle zu gross. 
Der genauere Werth von K Ist 

ir= 1,8395667211. 
%. 48. 

Zur Berechnung des Integrals 



fOr jfc = sin.44* bedient man sich der Vorschriften des S. 44. 
Bfan hat nSmIich 

logsin44»« 9.8417713 
log sin 60 ' = 9,9375306 
logsiny =9,7793019, y= 36»59'2",36 

lo^cosß = 9,9284670 
logcosy = 9,9024401 



log tg d = 0,0260269, d = 46" 42' r)t)",946 

^ff — a=— r42'56",946. 

Nach (4.) in $. 44 ist also zunächst, wenn man vernachlässigt 
und fllr il seinen Werth 4tg^j9* setzt, 

— cos 2a? =. cot lg (d - 4 jr) — I tg l/J - sin 2x\ 

Setzt tttau nun 

«—2a; = y 

und 

(1.) cos/ = coti/?'tg(d— iTij 

Sü wird 

(2.) cosy Ä cosy — i tgiß^ cos y'siny' 

Es ist zunüebst if zu berechnen: 

5* 
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logtgi^d - iTt; 8,4764784 
2 log tg i/? =^8,9147118 
logcosy' = 9,5617666, y' ^ 68'*37' 10",55. 

Um (las letzte (llied der toriiicl [2.) mit in Hrcliuuiig zu ziehen, liat 
mm nach der VursdirüX iS. 3. in $.45 

= 4-it«4^/J'cosy'8iny'. 
Der Weriti des zweiten Gliedes der rechten Seite ist 

0,00000387 0",8. 

D«lier wird 

y = 68'»37'11",35 = ff-^2ar, 

also 

X = 55«41'24",325 = 0,9719764. 
Mit diesen Werthen findet man endlich 

log « = logj; 4- logÄ'— logi« 
log.r = 9.9876557 
log K — log i n = 0,0685 957 

lögM = 0,0562514, u =^ 1,138286. 

Der genauere Werth ist . « = 1,1382854, 

also nur um eine Einheit in der leUteu Stelle kleiner, 

$. 49. 

Wenn et zwischen \n und liegt, dann kann man zwar die 
bis jetzt benutzte Berechnungsart des Integrals u auch noch anwenden, 
wenn sich a nicht zu weit von {n entfernt, bedient sich aber doch 
iD diesem Falle voinheilhaOer anderer Formeln. 

Es ist nämlich nach f. 23 

1 _ 2^' cos 2«V -f 2y' * cos 4 ix' -—^^ 
~ l 4l2g'cös2w:' -1- 2^'*cos4tx' 4- 

Setzt man hier wieder 

eo&ßco&w • 

Ä=^iiua; j/sina = cos/?; sinasin^» siny;. — ^^^j^ =^ tgd, 

so wird, wenn man 9'* vemachlissigt, da ^^^t^^ß* ist, 

0082iaj' = (Mtiß*i^({ii - d) 

tttr 
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€082«!;' = 1(6^*' + «-^*') = -^» 

also 

siiif = tgi/?*tg(l*i+a) 

und 

löge 

Nach f. 21 N. 6 ist aber für = 0, also auch für « 0 

und daher ' 

, « xUo.vY = x-^M' = «'(l+2fl')' = 

also 
und 

(4.) log» = log(logJg|S)+0,06n8570 — 41ogcosi/J. 

Beispiel. 



— (sjn75 



Hier ist 



ff = 75« ^ = 70* 

log . cos/? = i log sin a = 9,992d 7 1 9 ß= 1 0» 38' 1 4",36 

logsino = 9,9849438 = 5» 19' 7",18 

logsing) — 9,9729858 

logsiny = 9,9579296, y= 65° 11' 8",866 

lo-cos/? =9,9924719 

log cos g> = 9,5340517 

dec. log cos y = 0,3770847 

logtgd = 9,9036083 6= 38M1'35",406 

logtg (in -l-d) = 0.9555524 
2togtg^/?. = 7,937S59 1 
logsiii$ =8,8944118, | = 180"— 4^29' 51",286 
logtgil == 1,4059507 41= 90«-2»14'55",643 
log(logtg4{) =0,1479701 
dec41ogeos4/7 =0,0074952 

0,0611857 

log» = 0,2166510 u = 1,646838. 



Dl 



wird. Es »t aber 

also 

und 



70 Vierter Abschnitt. 

Dieser Werth von » ist nur um eine Einbeit in der letzten Stelle 
zu gross. 

Da logtg^f positiv sein musste, weil von dieser Zahl der Loga- 
rithmus zu nehmen war, so musste der Winkel | im zweiten Qua- 
dranten liegen. 

Um das voUstKndi^e Integral fUr denselben Modul /t = sin75* zu 
finden, bat man }n statt op, also nach %. 21 stall zu setzen, 
so dass also nach N, 3 

. ^~ 2cos4/?' 

j/=:|(2)H-2;(coti^5) 

/K\ jr — 0 4505150 -flog (cot ^/?) 

^^•^ " loge.cos^/J* 

und 

(6.; logÄ' = Iog(0,1505150 + iogcoti/jj4-0,3b221569~4iogcos|/?. 
In unserm Falle ist 

logcotl/} = 1,0310703 
0,1505150 
«=1,1815853 
loga = 0,0724651 
0,3622157 
dec. 4logcos4/ y = 0,0074952 
logAr= 0,4421760. 

Dieser Werth von log^ ist bis ii) die letzte Stelle richtig. 

8. 50. 

Wenn der Winkel a sehr nahe an 90° hegt, so ist es beschwer- 
lich, den Winkel ß mit Hülfe der gebräuchlichen Logarithiucnlafeln zu 
berechnen. In diesem Falle nimmt man lieber an, es sei 

= 1 - d. 

denn fast immer wird die Grösse ö unmittelbar gegeben sein und nicht 
der Winke! a. 

Man sah nun, wenn ^* vernachlässigt wird, dass 
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oder 

(1.) K=-liq')[^iKb + -2q'). 

Fttr 9 = 0 isl auch x = o und x' = o, also 



daher 



wenn man die vierte Potenz von d vemadilässigt. 
Es ist aläO 

(3.) log/r = Iog(- logg*) 4- log (0,5 -H 2g') + 0,36221570. 

Beispiel. Es sei i^=ssin$8^ so wird 

d ^ 0,001217975. 

In diesem Falle kann aueh d* vernachlässigt werden und man findet 
sogleieh 

2^ = i^ + iS^* = 0,0001523396 
— log 9* = 4,1182171 
log(— logg') = 0,61 17t>92 

log(0,5 + 2g') = 9,6991023 
0,3622157 
logir= 0,6760272 

bis jn die leUste Decimale richtig. 

Die Berechnung des vollständigen Integrals K braucht Übrigens 
nur so weit direct ausgeführt zu werden, bis der Winkel a des Mo- 
duls A » sina nicht 45)* Übersteigt, denn es ist, wie sich sogleich in 
%, 51 zeigen wird, 

wenn A', wie bereits bemerkt wurde, das v ollst jindige integral für den 
coniplenientaren Modul k' bedeutet. Man hat also 



oder 

W = 0,73293560.ir.log(-^) 

und 
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logK' = logir + log(log -) 4- 9,8650658. 



Es ist 7.. B. 



log/r (o = 40«) = 0,2520684 

log(log-) =0,1696771 

9,8650058 



}of(K(a = 50*) = 0,2868113 



bis in die letzte Stelle richtig. 



S. 51. 



Nachdem wir in den letzten Paragraphen eine Vorstellang davon 
gegeben haben, in welcher Weise die ThelafüncUonen bei der Berech- 
nung eines elliptischen Integrals erster Gattung mit Vortheil benutzt 
werden ktfnnen, gehen wir zu neuen Entwickelungen Ober, in deren 
Verlauf sich zeigen wird, wie die Kennlniss der Eigenschaften der 
Thetaftanctionen die Natur der elliptischen Integrale aller Gattungen am 
vollständigsten enthüllt. Diese Integrale, in denen der Modul k und 
die Amplitude tp in Shnliche Reihen wie sie seihst entwickelt werden 
können, erscheinen hier fiist wie organische Gebilde, in denen die 
einzelnen Theile eine Bildung erfahren haben, welche der des ganzen 
Organismus am angemessensten ist. Um in der weitern Entwicklung 
bequem fortschreiten zu können, stellen wir zunSchst die wichtigsten 
Formeln, welche zugleich am häufigsten bei der Berechnung in An« 
Wendung kommen, Ubersichtlich zusammen. 

Da es nothwendig ist, den Zusammenhang der Formeln und die 
Art und Weise, wie durch zwerkmtlssige Verlauscbung der Argumente 
die eine in die andere Ubergeht, vollständig Übersehen zu können, so 
werden wir in dieser Zusammenstellung alle wesentlichen Elemente 
berOcksichtigen, indem wir uns dabei des Zeichens bedienen 



So wie in den Kreibiuncliuiicn «iie Coiislaiilc ti durch da^ integral 



ausgedrückt wird, so sind in. den Thetafunctionen die Constanten K 
und K* durdi die beiden Integrale bestimmt: 
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/ " ifo _ /* <fe 

wenn 

(3.) = 
Es war ferner aus (3.), (5.), (6.) in §. 21 

w r jjf- r^?- ^(a,y) 7 e{o,v)~ ^ip,vy 
(6.) ^^}i-ir'* 

(7.) Ä'=i«Q(o,v;' = ii''^(o,i'')'; i^' = i«^(ö,»'')' = Mio,!/)', 

oder 
Ferner 

(11.) Ä« = W; jrA = Wi^» 

/i' 1 

(13.) ^f=iJ^-^m^T^'' 

(14.) . cos5P = ^ = i/^, 

(15.) ^y = jr- = |/&'to, 



(16.) cfu = -7^ = Qo'dic; ^9 = OoQohxdxi Jg>dq^ = do'hx^dx. 

Wir benutzen den llaiim noch, um eine Form der TheUfimetionen 
miUulheilen, die zwar aus dem Vorhergehenden sich unmittellMr er- 
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giebt, aber der bequemem Uebersicht wegen doch hierinil aufgefilhrt 
werden soll. Man gelangt Dämlich von den Formeln (3.) bis (6.) in 
|, 16 sogleich zu den folgenden: 

(17.) ex = ^'l^i-iyq^'e''"^' , 

(18.) . <^ - < js:"^ (-1)*^*+!) V2*+')«, 

(20.) %D = i:'" g^'e^^*'. 



— 10 



Manche Transformationen lassen sich mit Hülfe dieser Formeln 
bequemer ausführen, als mit den früheren. 

Für den Modul k und sein Gomplement Af, weiche durch die 
Gleichungen 

j/k = ^ und = ^ 

gegeben sind, erhült man noch mit Httlfe der Formebi (5.), (6.), (7.) 
in %. 25, wenn man diese Ausdrücke mit 

00 ' ^0 ' Qo 

multiplidrl, fast uuiuitlcibär folgende Formeln: 

(21.) - ^^^ 2,-) - GiMv) - mo ' 

Es ist also z. B. 



3t 

. • • 



_ 1 —2q^-\'2q^-2q'' \-'2q" — 
" l4-2g-h2g*H-2g"-i-2fl"*+.-. 

§. 52. 

Andere Methoden der Bereclmnng. Die Landen^scbe Sulnstitution. 

Setzt man in den Formeln %, 31 (4.) x-=ty^&^ so erhält man: 

oder 
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(1.) =fl(,.a,)..__.2__. . 

Ersetzt man hier » durch 2v und multiplicirt die neue Formel 
mit dieser, so wird 

(2.) = io, i,y j+i^^p- 

Seiiraibl Bum abermalB 2ir statt so entsteht auf' dieselbe Weise die 
.Formel: 

(3.) <».(«,.)• = 4(,.8,)«..j-pji^ . • TTO^r^ 

Da aber 

^ (o, öl) = 1 -f 2e-«> + 2c~*« 4- 2e-*- 4- • • • 

sich mit wachsendem «» der Grenze 1 sehr rasch nShert, so ist fUr 
eine unendUcbe Anzahl Faetoren 

2 2 2 

(4.) ^(o,vy = 1 4.*(o,»)-a • 1 ^h{p,2v)-^ * 1 +*(0,4»)-» *** 

Nach S. 31 N. 11 ist 



Es war aber 
Setzt man also 
so wird 

und daher 



^ ^ l-fÄ(o,y)-' 

h{p,v)~'^ =kf = Cosa. 
A(o,2y)-2 = Cosa,, 



2i/cosa 

Cosa- = -r-. 

' l+cosa 



1— cos« , , t 
smo s= —, = *ßi« • 

Berechnet man daher darch die Gleiebungen 

V (= 008« 

tg|a* = sin a| 
tgiaj =:sinas 
tg^cj = sina. 



eine Reihe von Winkeln a^ a,, a,, a,, .. ao wird 



7ß Vierter Abschmti- 

(5.) ^o* = (cos i a COS I a, cos J a, cos 4 a, . . 

%. 53. 

Beispiel Berechnung des Integrals 

irr 

wenn , der Modul ft= sin75^ ist 

21ogtgia =s 9,7699610 = logsinff, ^ 36*446^47 
21ogtgi0| = 9,0253878 = logsino« = 6*5' 9" 
•21ogtgia, = 7,4511918 = logsina. = 9* 43" 

logsecja =0,1005333 
. logsecltfi = 0,0218815 
logsecict, = 0,0006128 
logsec^tt, = 0,0000004 

0,1230280 = a 
2a = 0,2460560 
log TT = 0,4971409 
logi = 9, 6989700 
lo^'/r=r 0,44-2 1759 
Legendre findet 0,442175993. 

S. 54. 

Berechnung des unvoUst&ndigen Integralit. 

Durch die Gleichung 

(1.) « = f - = (».»)• 

lässl sieb 9 durch ic und v bestimmen. Nehmen x und v andere 
Werlhe an, so erhält auch (p einen andern Werth. Verwandelt man 
X. B. o; in 2a; und v in. 2v, so gehe dadurch tp in 9^ Uber, so dass 

V, 

(2.) 



f. = C -. = 2a?a(o,2»y. 



Es ist aber nach «. 31 N. 21 und N. 22: 
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^ "^'^ h{o,2vy ~ Ä(o,y)' -h 1 ~ 1 + jfc» 

und 

Benutzt man (3.) und (4.) fUr die Gleichuug (2.), so ergiebt die ' 
Elimination von x aus (1.) nnd (2.): 

(5.) 
oder 



y(/3 _ 1 dz 



Man kann also das Integral u stets in ein anderes mit Itleioeren 
Modul verwandeln, der aus dem ursprünglichen auf eine einfache 
Weise abgeleitet werden kann. 

Die Amplitude ^p^ Usst sieh aus der Amplitude (p durch irgend 
eine der folgenden Formeln berechnen: 

""^^^^ ~^ '^2v) " hx{ho*- 1 ) ~ ( 1 -}s')Jfp ^ J(p 

^» ~ h{o,%v) ~ikap(Ao'+l)"" ^i/y 
Jede dieser Formeln ist zur Berechnung des Winkels aus dem 
Winkel direct anwendbar, aber sie lehren nicht den einflicbsten 
Zusammenhang zwischen beiden Winkeln kennen, wenn man nicht 
cotij^, berechnet. Es ist aber bequemer und zugleich lehrreicher, auf 
folgende Weise zu verfahren, um den einfiichsten Ausdruck zwischen 
und 9» zu finden. 
Es ist nUmlich 

also 

d(fj^ d{o,2v)€i{^o,2v)hi2x,2v)d,2x. 
Aber nach S* 25 6 ist 



tiji . üiyilizüü by Google 



7g Vierter AbBohuitt. 

und naeh |. 31 N. 22 



folglich 



also 



2A(o,2y)A(2a;,2i') = Ä«+jg, 



Wir werden aber später sehen oder könnten atidi auf der Stelle 
verificiren, dass 



y fix Ooäo \liuux' 



Ootio \huyx 

Daher liefert das Integral der letzten Gleichung, da die IntegraUons- 
constante Null ist, 

oder 

(8.) tg(9>i — 9>) = Ä'lgqp = cosatgqp. 

Durch diese einfache Formel lässt sich nun der Winkel g>^ aus 
dem Winkel sehr leicht berechnen. DrUckt man hier tgq>^ durch 
g> aus, 90 gelaugt loaa leicht zu der Formel: 

(8'.) sin (2^ — 9, ) = Ig^» sin gp^ , 

welche g> durch ^^ berechnen lehrt 

Bezeichnet man nun das Integral auf der linken Seite der Glei- 
chung (6.) durch F(9),a) und setzt 

so veiwaiideil sich die Gleichung (6.) in: 

(9.) f(9,,a) = ^^F(9..a.). 

Sucht man nun durdr die Gleichungen: 

igia* =s sina. 

und 

tg(y,-9),) = cosa,tgyj 
zwei neue Winkel und so wird 

(10.) FC9)„ « J = ^S^Sf 
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Aul" diese Weise kann man forlscliiviliMi, neue Winkel cr^, cf^,... und 
y,, ^'4,.-. zu bercelnien und sich iumic (lleicliungen wie (8.) und (9.) 
verschaflfen. Das Pi'oduct von n aui diese Art gebildeler Gleiebuugeu 
giebl dann 

(11.) F{q>,a)=^^¥{cp„,a„) (cos \a cos |a, eos|a, • • • cos|a,_i)-* . 

Offenbar nähero sieh die Winkel a aber sehr schnell der Null und 
F{q>u',aJ) Torwandelt sich dann in <p^^ also wird endlich tUr ein un- 
endlich grosses a> 

1^11.) ^(9>»«) = ^ C^^^os^acosia, cos ia, ••••)-^ 

§. 55. 
Namerisches Beispiel. 

Es sei zu berechnen 




Hier ist *=si^sin30% also 0 = 30" und ^ = l—arc57" 17' 44^81 

logsina, = 21oglg^ = 8,8561050 a, = 4n'1^904 
logsino^ =3 Slogtg^a. = 7,1 112716 = 4'26'',5. 

Der Winkel ocg, welcher keine Zehntel-Secunde mehr betrügt, kommt 
nicht zur Anwendung. 

Für die Aultindung der Amplituden hat man lulgende Rechnun- 
gen auszuführen. 

log Cosa = Ü,937530Ö 
log lg^:== OJ9-24(|-24 

log tö (9^-9) = 04299330" %-(p= 53"26'45»07 

9>= 57»17'44»81 

<f^ = Uü"44'29",88 

logcosa, = 9,9988777 
log tg^), = 0,4217041 

Iogtg(^-9>,) = 0,4205818 gj^-y, = 110»47'26»,83 

9, ^221"31'56",71 
= 55''22'59",18 

also ist 
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logsec = 0,0150562 
logsec ja, = 0,0002804 

logstria^ = 0,0000001 

0,0153307 = a 
2a = 0,0306734 
io%iq>^ — 9,9852547 

log II = 0,0159271 II = 1,0373567. 

Dieser Werth von tt ist nur in der letzten Decimale unsicher. 
Die in den letzten vier Paragraphen gelehrte fieredmungsweise eines 
elltpUsehen Integrals ist ihrem wesentiicheni Inhalte nach von dem 
englischen Mathematiiier John Landen, der sich dazu natUrUeh anderer 
Entwickelungsmethoden bedient hat, in den Pbilosoplücal Transactionß 
vom Jahre 1771 und 1775 zuerst bekannt gemacht worden, und die 
Formeln (7.) taid (b.), auf denen sie beruht, werden nach ihm die 
Landcnsche Substitution genannt. 

Wir wollen nun noeh zeigen, wie n)an zu diesen wichtigen Reeh- 
nungs Vorschriften auch ohne die VerniiUlung der Thelufunelionen ge- 
langen kann. Bestimmt man nämlich aus den Winkeln a und q> 
einen HUlfswinkel ip durch die Gieichung 

(1.) sin a sin = sini^ 

und veriniUelst dieses Winkels einen neuen Winkel qi^ durch die 
Gleichung 

(2.) tgi^sin^), =tgit^ 

so ergiebl sich zunächst, wenn man diese Gleichung logarithmisch 
differenzirt und dann dt// eliminirt 

eotg>dq> = cos^cot^^ d^^ 

oder 

4 

führt man nun noch eiiu-ii Winkel durch die Gleicimiig ein 

(3.) siucj — ti,'|a% 

so findet mau, nach einigen Reductionen 

(4.) ooty = cos4o*eot^^ f^l — sin sin g>* 

und wenn man diesen Werth von cot ^ in die DifferenzialgleicfauDg 
einsetzt, so gelangt man zu der Gleichung 
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Wenn aber in der (ileielimig (1.) der Winkel 9 den ganzen Kreis 
diiirhiiiiift, so Innvegt si«'h 1/^ von 0 bis a, von hieraus zurück über o 
bis nach — a hin iiini dann wieder vorwärts bis 0. Durch die Glei- 
chung (2.) hiiji^'i nun der Winkel ^, so mit dem Winkel g> zusam- 
men, dass beidf /iigleich die Grössen ü, |7S, . . . erreidieih Das 
Integral der ietoteu Gleichung ist also 

9t <f 



/' dl . /• dl 



oder 

(5.) F{(f^,a^) = cos la^F((p,a). 
Nach der Vorschrift (3.) kann iii;ui, wie in §. 54, eine Hcilie 
Winkel «j, ö^, o^^,... berechnen und auch nach Vorschrift (2.) die W'in- 
J^el 9,, 98,9)3,... dai-stelltn; da aber die a und ip schnell sehr klein 
werden, so würde diese 1 uniicl (2.) sehr unsichere Resultate gewiiln en. 
Mau muss daher (2.) durch dividiren und sich so die Formel 

\ • /cos-^aV 

versehaffen, bei welcher dieser Uebelstand nicht eintritt. Die Be- 
reehnimg des Integrals geschieht nun ganz Shnlicb wie in S. 54 durch 
die aus (5.) abgeleitete Formel 

(7.) F((p,a) = F(9P«,cr„)(cos^acos|a, cos ja, 
bei deren Anwendung sich (p„ sehr bald einer festen Grenze näliert. 
Es ist hier g>„ dasselbe was dort ^ war. Berechnet man nach 
diesen Vorschriften dasselbe Beispiel, so findet man 
a =30« iff = 24"52'51",73 9) = 57'»17'44"81 

a, = 4*7' 1",904 1/;, = 3*23'19",ö6 9, = 55"25' ;3",77 
= 4'26^5 1//, = 3'3n 9,^ ^ :>:)''22'59" 18. 
In §. 114 werden wir mit Hülfe einer geometrischen Cousli-uctiou zu 
demselben RestdUtte gelangen. 

$• 56. 

Neue Methodem der Berechnung. 
Nach S. 31 N. 8 ist fttr = o 

Seite 1 Iba eil , ellipUsche Integrale. Q 
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oder 

6[(o,y)(.l + A(o,v)-») = 2Q(o.4v). 

V(n lauscht man Iiier v nach und nach mit 4y, lüy, (i4y,... so erhält 

man die Fuiiiielii 

^(o,i')(14-Ä(o,yr*)(l+Ä(a,4y)-») = 4<i(o,16i') 
a(a,»)(l+Ä(<»,yr«)(l+Mö.4F)-*)(l+A(<>,16»'r* = 8(l(o,64y) 
0. s. w. 

Sobahl man nun oder 7'" oder u. s w. vernachlässigen 
kann, verwandelt sich ^(ü,4y), (^(o, IGv), Q(o,64y),... in 1 und man 
erhält daher für diese verschiedenen Fülle die Formeln: 





«(«) 


(2-) 


m 


(3.) 


«(») 


u. s. w. 





2 2 



2 2 2 



l+A(o,»)-* l+Ä(o,4y)'-* l+A(o,16y)-^ 

Von diesen Formehi i^'eiiügt zur Berechnung von ({ü schon die 
zweite, selbst in dem un^üusligen lalle \yo ä = sin 87" = 0,91)86 

12 

sein sollte, denn dann wäre 9**^= ^> ^ das$ ^(o,16y) =s 1,000000012 
wird. 

Wenn k nicht grösser als sin 25* ist, reicht schon die erste zur 
Bereehnnng von ^0 aus; der dritten wird man sich nur in ausseror- 
dentlich seltenen Fällen zu bedienen haben. 

Nach %, 31 N. 25 ist' 

jy(o, 4v) ho — 1 



und nach §. 20 5 
Es ist also 



C4, = /.-(i^)'. 

Mit Hülfe dieser Formel kann man sich also h{o,4v) aus h{o,v) 
bilden; dann A(c»,16y) aus h(o,4v) u. s. w. 

Um nun das voUstitndigi' elliptische integral erster Gattung. 
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zu berechnen, bildet man sich folgendes System you Gleichungen: 

ik = sino ; ^cosa = eos/} 
tg I/?* = sin €f , ; ycosffj" = <*os /J, 

dann wird 

(ti.) K=\n (cos cos i/?, cos ,] . . .)-♦. 

1. Beispiel. Es sei a = 75", dann wird ß = 59«25' 1 1",60 

= 6"5'9",38 =: 4* 18' 19". 

Mit diesen Winlceln ßndet nuui 

]ogjr= 0,4421763, 

"wührend dei* genauere Werth in der leUten Decimale eine 0 stalt einer 
3 enthalt, ein Fehler, der sich bei Anwendung von Logarithmentafeln 
nicht vermeiden ISssi. 

2. Beispiel. a =^57"'; ß = 76"46' 31",08. 

a, = 23M1'5S".Ö6; ß, = lÖ^Sl' 14",7Ü. 

lügÄ' = o,G:n:{55i. 
Der genauere Werth enthält in der letzten Steile eine 0 statt einer 1. 

§.57. 

In \ 42 N. 2 ergab sich die Reihenentwicicelung: 

oder 

w ,+(*)<£)V(i:i)"(e)V(B:iy(r,)'v-- 

Verlauscht man v mit 2v, so verwandelt sich nach $.31 ' 




Aa* — 1 Qo 

in .- . . - - ; und wenn mau noch v mit 4y vertauscht, so gehlf- io 

' Äo 

^ . I über: daher wird: 
Äo + l 

6* 
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(4.) Q(o,4v)' = 

ho-\-U ^\2'4J \ho-i-U ^V2.4.6/ VAo-|-l/ ^ 
Da oun 

<i(o,v)' = <i(o,2v)'-j-pL:^ 

und 

flM.= «(«,4v)-.(^)'. 

SO erhalt naaii fllr IT, ausser der Reibe (1.), aus (3.) und (4.) noch 
folgende zwei Reihenentwieklungen: 

welclie bereits in §. 42 N. 1 und §. 46 N. 1 iiiitgutlieiU worden sind. • 

8. 58. 

Berecliniing dea miToUatttiidigeii bitegral«« 

Verwandelt man in dem Integrale 

11= /-====== = ««(0,,)» 



:e in 2fl; und v in 4ir, so gehe dadurch g> in q>^ (Iber und man erhält: 



» ' /i(o,4v)* 



Es ist aber, wenn man den neuen Modul des Integrals mit k^ 
bezeichnet, 

2^Ml')=<i(0,3')(l + l^*') 

also, wenn man x aus den beiden ersten Gleichungen eUminirt: 
. f9 dz 2 dl» 
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Den Zusammenhang zwischen den Winkeln 9» und (p| findet man 
durch den Quotienten der Gleichungen N. 2i und N. 22 in $. 31 : 

. g{2x,4v) h(o,A v) ^ hx— 1 ko-^j _^ cosy^ 

^ h{2x,Av) ' g{o,iv) ~ te+l * ho— 1 i^y, ' 

wenn nämlich ~ ^1 —k'siiKp]. 

Aus dieser Gleichimg lässt sich leicht sin g^^ durch ^/f) berechnen. 
Um diese Rechnung bequem ausfuhren zu können, setze man 

= a und 



Dann wird aus (2.) leicht geAindea 

(3.) an,; = |±i • 

^ ^ 1 — a y-\-a 

fttr 

1 




(4.) 
und 

(5.) sinosiny =^ my 

wird 



(6.) hx = hojq) = cotdl/l — sinö'sjny' = coldcosy = tg^ 
und hieraus 

a = sin 2(5; y = sin2i^. 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke ergiebt sich aus (3.): 

(7.) .i.,.=^(i„+a)y||E|. 

Man kann also veniiiifjie der (ilciditmj: (1.) das vorgelegte In- 
tegral u in ein anderes mit kleinerem Modul f\\ und anderer Ampli- 
tude (p^ verwandeln. L'nterwirlt man das neue Integral derselben 
Iltnlorniuiig und sct/l diese Operation in zweekmHssiger Weise fort, 
so gelangt man ganz wie in §. 51 zu einer neuen Formel fUr die 
numerische Berechnung des elhptischen Integrals. 

§. 59. 

Berechnung mit Hülfe des arithmetisch-geometrischen Mittels, 

Die Formel (6.) iu §. Ö4 lässt sich in folgender Weise darstellen : 

rv dz __ ^ /"v"! ffz 

•{ ycoss'+coso'sin«' -|-cosö)'cosa'-f cos«sin»** 



* 



86 
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n 

oder wenn inan coba = — seUl, 



(1.) « = 



(2.) 



Verschafft man sich nun durch die Gleichungen: 



und durch das nach N. 8 in §. 54 gebildete System; 



(8.) 



^(9i 


-9) 

















ans den Grössen »1, w, y eine neue Reihe von Grössen w,, n^, qp, ; 
/rtj, n^, ^, ; u. s. w., so nähern sich die neuen m und /? sehr schnell 
ein und derselben Grösse /u, so dass sieh also die Quadratwurzel unter 
dem Integral/eichen selbst in diese Grösse verwandelt, und man, wenn 
diese Operation rnial fortgesetzt worden ist« für n den Ausdruck erhält: 

Für q) = ist die Reihe der q> offenbar: 

:=s g>t = 2a; — 9* ^ **> 
und das ToUstündige Integral 



'J l/ci 



Wird daher 



^cosä' 4- cüsa' sin 



%. 60. 

Beispiel. Es sei a = 75^ also m = 1 und ii = eos75^ Die 
Rechnung llisst sich dann in folgender Weise anordnen: 



by G«k^le 



Bereobaungswcise d. numerisch. WoirtUes e. eliipt. Integrals eiater Gattung. ^7 



log» 

log«, 

logw, 
log»^ 



9,4129962 
9,7064981 
9,7989333 
9,7527157 
9,7551704 
9,7539430 
9,7539447 
9,7539439 



9 =0^5881904 
=s 0,62940952 

»i ^0,50874254 
- 0«56907605 

Ht = 0,56586870 
^ 0,56747237 
= 0,56747013 

«1^ = 0,56747125 
=0,56747130 



= 0,56747127 ^ f£ 



dec. log^ = 0,2460561 
Jogjrr = 0,4971499 
log0,5= 0,6989700 



logüf =0,4421760 



wie in S« 53 bereits gefunden wurde. 

Diese höchst sinnreiche Bereehnungsweise, welche Gauss bereits 
ISIS in den Denkschriflen der Gdttinger Socieläl bekannt gemacht 
hat, wird auch dadurch bequem, dass man die nöthigen Logarithmen 
bald ^mmUlch auf ein und derselben Seite vereinigt findeL 

$. 61. 

Ais Beispiel fUr ein unvollständigem Integral wählen wir das 
aus f. 49: 



Hier ist a =: 75** und ^ = 70*, also fi = eos75* und jm = 1. 
log» := 9,4129962 



logtg(yt -q>) ^ 9,8519303 — y = 35°2 l'59",SO 

^^ = 105"21'59",80 

log«, = 9,7064981 
logtg^), = 0,5591721 
dec. logt»! = 0,2010667 

toglg(9>» - 9i) — 0,4670369 ^ = 108»50' 16",04 




logtgy = 0,4389341 



5P, = 214M5'15",84 
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logit, := V527157 
logtg9>« = 9,8331396 
dec. logm^ = 0,2448297 

^<^B^8iq>i — 9t) = 9,8306850 = 214« 6'14",04 

^, == 428'*21'29",88 
^3 arc53"32MlV23 _ 1927er\237t 
2 '/* "~ ~ 646000^ 

IogI9276l",2;5 5,2850197 
log TT — 0,4971 199 

dec.log04SO00 = 4,1 SS 1250 
deciogfi = 0,2460562 

logtt = 0,2166508 II = 1,646837 
Legendre findet u = 1,646837113. 

S. 62. 

Ausser den bisher mitgetheilten Methoden der Berechnung giebt 
es noch eine andere von Legendre benutete, welche auf dem Principe 
der Tbeilung des elliptiscfaen Integrals beruht und der Vollständigkeit 
wegen hier mit aufgenommen werden soll, obgleich sie in der An- 
wendung gewUhnlich unbequem ist. Mit Benutzung der Thetafünctionen 
ISsst sie sich in folgender Weise darstellen. 

Wenn man in dem Integrale 

V 



das in verwandelt, so mOge dadurch g> in (p^ übergehen, so dass 



/ 



Wird, also ^ 
(1.) «=/^-2/#- 
Es war aber: 

(2.) /a; = ^sin^; ^^po.cos^; h»^hoJip, 

also 
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iNach N. S m §. 30 ist nun 

rj.~i/so go-gx 

Benutzt loan (i.) uod (2.) und setzt 

ksmqt ssway^ 

wodurch sich in cosy verwandelt, so ^ geht (3.) über in: 

sin Iw 
sin flp, = — i-T. 

Hnrch diese Gleidmng Wird der Winkel q>^ bequem aus y und 9 
besiirnnit. Die Amplitude q^^ des neuen Integrals ist kleiner als die 
des vorgelegten. 

Verschafft man 6ich nun durch die Formeln: 
Asing; ssin^ sin^i = 8jn|^ :Cos}^ 

ksmg>^ = s^ny^ sin 9, = sin^^^ : cos|Xi 

ktiüf^ = sin^, und sing», = : CMi^yt 



Asin^,-! =» sinyn^i sin^« = sin : cos 

eine Reihe von Winkeln y,, gp,, 9^3, .... y«, welche rasch an Grösse 
abnehmen, so verwandelt sieh ti in: 

wofOr man u =s 2"()p» 

setzen kann, wenn 9»« nur noch ein sehr kleiner Winkel ist. 

Legendre hat nach dieser Methode das Beispiel berechnet, wenn 

& = sin75» und tggj^y^, also 9 = 47"3'30»94 ist, wobei sich 

y = 45" ergiebt und das Integral u gleich dem dritten Theiie des 
vollständigen Integrals 

I« 



K= J-— = 2,768063145, 



also = 0,922687715 werden muss, wie sich in %. 63 zeigen wird. 



Legendre 


findet 


V ^ 


47" ;r30",94 


r 


= 45" 


Vi = 


25'^ 36' 5",64 




= 24°40'10",94 


9t = 


13" 6'30",98 




= 12"39'15",83 


= 


6°35'40",74 


n 


= 6"22' 8",40 


9* = 


SnS' 8",75 
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Hiernach wird 



9 


47« 3'30",94 


DiSeteuma. 




= 51»12'11",28 


4* 8'40",34 


4g», 


= 52*26' 3",92 


l»i4»52",64 


Sep, 


=! 52»45'25",92 


19'20",00 


16gp, 


= 52„50'20*,00 > 


4'54",08 



Alis dieser Zusaninienslcllung crgiebl sieh, dass jede folgende 
bilUitn/ «ehr nahe viermal kleiner ist, als die uninillelbar vorher- 
gehende; um also 2'*(p^ für ein unendlich grosses n zu finden, muss 
man zu 2*g>^ folgende Reihe von Differenzen atidiren: 

4'54",08(i+^4 ^ + • ) = 4'58",08-l = l'SS^OB, 

woiUüi ti sich 

2-9)« = 52*51'58",03 

ergiebt Es ist also 

II = arc52«51'58",03 = 0,9226878. 

Wenn k nahe an 1 und g) nahe an 90° liegt, so wird diese Be- 
rechoung&weisti des Integrals sehr hesehwcrhch. 

AndeuluDgen aber den NutMii der Theihing der Fiinctioiien f«, Ax. 

Setzt mau in den ersten drei Formeln des 30 |^ = x, so ge- 
langt man, wenn der ROrze wegen die Functionen fx, hx dmvh 
g, h bezeichnet werden, zu den Formeln 

...... h'-rg' 

oder wenn man die g und h durch f ausdrückt, . 



(»•) f(^) ■- Y^fT 



(4.) ■ f{3x) = 



(5.) • g(3x) = 
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W >>i^)-r^-T^ W_n-lv_V 

Benutzt man dieselben Formeln abermals, so dass man y durch 
2d; ersetzt, und wendet die eben gefundenen Ausdrileke iUr f{2x), 
g{2x), h{2x) an, so erhält man noch: 

i(z-i(k+\)r-i-6r-r) 
i-6r+4(Ä+y)r- 3r 

Ä(l-4V*-f6/-*-y^'+r) 

In dieser V^eise könnte man fortschrdten und sich Gleichungen 
Mden, welche f(nx), g(nx), h(m}) durch die Functionen f,9th finden 
lehren. Die Auflösungen dieser Gleichungen würden dann auch von 
den Functionen f(nx), g(nat), m den Functionen f, g, h führen, 
oder aus den Functionen fx, qx, kx Uessen ftich dann die GrHssen 

f{~^> ^C»^)' '^C^) auüüriit ken. Die Natur dieser Gleichungen ist 

sorgfiiltig untersucht worden und diese Untersuchungen haben zu merk- 
würdigen Resultaten geführt, welche wir jedoch hier Ubergehen, da 
sie von unserem mehr practische Zwecke verfolgenden Wege zu weit 
entfernt Uegen. 



(6.) »(3») = 
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Für diti Integralrechnung haben diese Gleicbangen den Werth, 
dass man die obere Grenze ^| eines Integrals 



Vi 

/ 'dz 

0 

60 beblimnien liaun, dai>s es dem fUea Ttieile eineb andern inlegiais 

■ 

gleich wird. 

Es sei z. B. 

> 

und CS verwandle sieb tp in tp^y wenn x durch ^x ersetzt wird, so 
dass also 



I 9 

du . ^ , . /'du 



4% J J% 

0 0 



Dann ist bekanntlich: 

fx =■ ^ksiüy und gx =■ cosq> 

und f(^x) = Vh&n 9)^ ; g(iat) = ^j, cosqp, . 

Setzte mau nun in N. 5 i^x statt .t, so k(>nii(e man durch Aul- 
lösung dieser Cfleicluin;: vom 9. Grade in Bezug auf g(ix) den eosqp, 
aus dem cüs(/) berechnen, also die Grenze 9), aus der bekannten 
Grenze <p Huden. 

Wäre g? = ^tt, also cosy = 0, so btdUrfle man nur der Aul- 
lösung einer Gleichung vom 4. Grade, um so bestimmen zu 
können, dass * 

rd% _ , rd% 

u u 

wird; denn man brauchte offenbar nur die Gleichung aufzulösen: 
(7.) j«+6j«_4(A_|)j'_3 = 0, 
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um 

9 - 9(i^) = 

zu finden. Die Auflösung der Gleichung (7.), welche in Bezug auf 
vom 4. Grade ist, gelingt nach den gewöhalicben Methoden; nra 
äber die Zerlegung der lütken Seite in Fäctoren zu bewerjtstelligen, 
ist es fttr uns bequemer, von der identischen Gleichung auszugehen: 

(A > 1^'+'-^" I" ^ " ^ f /H^Tö^Vi +2a 1-1— 2(j:| 

welche fttr ta; statt x und — a statt a iu 



Ubergehl. 

y ^ 

Setzt mau in (A.) 2Va'— l = 77 — 77» i*l5>o 0 = r-» so 

findet man 



(^*_2^ 2a-|- 1 -~.2|/l +a+a'). » 

Nur der zweite dieser Factoren Usst sich in reelle Victoren zer> 
legen; er zerfUllt nSmlich in 

Nimmt man nun z. B. an, es sei 
so wird 

und 2ikk' = i, also Ä = ^4 und fl»' = ^ = = 2 + >^3. 

Daher liefert fUr diesen Fall der zweite der beiden Factoren, gleich 
Null gesetzt, 

= cos^; = h^-i + ^k'l-f 2I4- 2I -2-2i 
Es ist aber 
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also 

= (l -h 2 ^) (^21 4- l)i (2i - l)i = (2i - l)i (2^ -f 1)* 



= (2*-l)'(l +3.2*H-3.2t+2)*= 1^3 >^(2i--.l)(2*+2*-|-l)= A 
Daher ist cosip]^ = (2 - 1^3) 

und sinyj =2(2 — ^3), also 

tgy, =^| = tg47*3'30",94. 
Wenn sich also in dem Integrale 

y d» 
}'\ — (sin75 ' suisj* 
tlas i5 von 0" bis 47"3'30",91 erstreckt, so tMliiilt «las Integral den 
dritteii Hu'il (h's Wt'ilhcö, den es annimmt, ^venii sn ti z von 0" bis 
90" ausdehnt. Dieses Resultat ergab atu Ii die lleebuiiuij m §■ G'S. 

Es mag hier noch bemerkt werden, dass sich auch der Zähler 
des ersten für g(^x) in N. 5 gefundenen Bruches bequem in Factoreo 
zerlegen lüssl; denn es ist 

= (a?« - 2ar " «) + ^YEF^) - «) 

oder 

Datier i&t: 

= (i-|5+w-r)(i+-^-w-r). 

2/' 

Seut man hier -tt — > = y> >o wird 
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und dieses Polynom kaim nach der Formel {ß.) wieder in 

(y«_l_2yV^+i+2a-l-2l/a'-a+l) (y'-2yya+T-{ 2^^- 1 

zerlegt werden, wenn 

gesetzt wird. Ebenso ISsst äch der andere Factor zerßUeQ, welcher 
aus dem ersten fttr f= — f berrorgeliL 

Wenn man bloss das vollslSndige elliptische Integral erster Gat- 
tung in drei gleiche Theile theUen will, so bedient man sich zu diesem 
Zweelte gleich Anfangs bequemerer Formeln. Es ist nämlidi nach N. 14 
in $.29 fttr = 2a? und y^x 

/r» X ßxhx — fxhÜX lixfx , fSX U?yX li'Ax 

(8.) --i- = — oder ^ ^ ss= 1. 

^ ' (}x-\'■g^x gx fat gx fix 

Nun iät füi' (p = 
flr3ar = ^ocos<3P = 0; pa? = |jsin^P = Ä3a?=^ 
also nach der vorigen Formel: 

^^'^ fx kx ' 

Eliminirt man aus dieser Gleichung und aus 

die Function lix, so gelangt man zu der Gleichung: 

welche vorlier gelöst wurde. 

Handelle es sich hloss darum, den Winkel zu linden, so führt 
die Gleichung (C.) für & = sina und fx — ^^ks\\\(p^^ sogleich zu der 
Gleicliung : 

2sin(a — 9,) = sin29, , 
aus welcher sich, üureli ein geschicktes Näherungsverfahren, gp, weit 
sduieller berechnen liissl, als selbst durch die vorher gefundene di- 
reole Zerlegung! des Polynoms (D.) in seine Factoren. 

Diese !^im ( le.lleu Fälle einer allgemeinereu Theorie sind hier nur 
niilgethcill Nvurdeu, um auf die wichtigen L.nlei*suchungen , die sich 
zum Theil bei Legenüre und in Abels Werken linden, aufmerksam 
zu inaciicn. 
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§. 04. 

"WKren Tafeln fOr die Functionen f{ß,gx,hx vorhanden, so Hessen 
sich mit Httlfe derselben die Gleidiungen vom 4. und 9. Grade, welche 
die Formeln (1.) bis (6.) in §. 63 zur Bestimmnng von f, g, h dar- 
bieten, unmittelbar auflösen. Wir wollen zunächst annehmen, es sei 
die Gleichung (1.) oder 

(10 (1 -rriß^y = 4r(i -*n(i - 

aufiulöseu, in weicher k und fix gegeben sind. 
Nach N. 1 in §. 23 ist: 

f (a? 4- «m 4- nvi) = (— • 

also 

(2.) (f(af+mn-\-npi)y = ifx)\ 

Wäre daher f2x einer gegebenen GrOsse A gleich, so kOnnte 
man aus der Tafel die Grösse a entnehmen, welche der Gleichung: 

/•{2a) =: A 

genügt. Man hätle dann die Gleictiting: 

{f2xy = ifUy = {f\2a -f mn -f- nvi))\ 

also 

(3.) x=sa-|-|jiifv+iftM- 
Diese Gleichung liefert für x die WerOie: 

= a; a;, = a-\-^n; = a-f-^vi; = a -\- \7t -]- }vi. 
Die Formeln (^14.), (17.), (20.) in §,23 führen dann zu den 
Ausdrücken : 

(A*.)' = (/■»)•; (M)' = Ij; (M' = j^; (/•*.)' = ^, 

welche die vier Wurzeln der Gleichung (1.) darstellen, denn die übri- 
gen Werlhe von x, welche sich aus der Gleichung (3.) ergeben, 
hätten vermöge (2.) stets zu denselben Wurzeln der Gleichung (1«) 
geführt 

Die Gleichung (1.) ist keine allgemeine Gleidiuog vierten Grades, 
sondern nur eine reciproke, wie auch die Form ihrer Wurzeln lehrt. 

Um auf dieselbe Weise die Gleichung (2.) in S. 63 zu lösen, gehen 
wir von der Formel (2.) in % 23 aus: 
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Ist nun wieder gegeben: 

so vSre 

g(2x) = g{2a) = (- l)'"+'"^(2a + fiw-f «w), 

also 

jr = « M nm \tmy 
so lange m-f-n entweder 0 oder eine gerade Zahl ist. Daher sind 
die Werüie von x: 

also 

« 

gx = ga; gx=g{a'{'n) — —ga; flfJF =K<» = 
folglieh K 

l 

gx*^ga* und ja?»=— — 

Um endlich noch die Gleichung (3.) in %. 63 zu lösen, muss man 
sich der Formel (3.) in %. 23 bedienen: 

Ä(a:-f + «w) = (—1)**«» 

vermöge welcher 

Ä (2a?) =s il = A (2a) = (- 1 )- A (2a + «itt -j- nvi) , 

also 

j: = a-j- ]m7r-|-i'*''*» 
so lange n == 0 oder gerade ist. Man hat daher liir x die Werlhe: 

a; a-^-j^v; a+W; a4-|« + w 
und für die Gleichung (3.) die Wurzeln: 

/u; = Äa; /ia; = Ä(a -i- iTi) = -j^ ; Äa; = A(a -j- vi) = — Aa; 

Ganz auf dieselbe Weise Hessen sich nun aucli die Wm'zeln der 
Gleichungen (4.), (5.), (t> ) §• ''»den. l;m z. B. die Wurzeln 
der Crlpichung (4.) angeben zu können, niüssle man von der Gleichung 
ausgehen: 

fi;^x) ^. A-rr faa) = (- Ij-^aa -1-ffm -i- nvi), 
Scliellbacli, ellipUsclie iaiegrale. 
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welche 

liefert, so lange »1 = 0 oder gerade ist Die neun Werthe ron x 
sind also: 

a-\~ In — \vi ; a — Jtt -[■»*'• J a — lTi— Ivi 
und die neun Wurzeln der Gleichung sind die neun Functionen f, 
demi Argunienic diese nenn Grössen bilden. 

Diese Andeulnn^'cn niHgcn genügen, ntu eine Vorstellung davon 
zu geben, wie die Unicrsuchungen, denen Euler in seiner Einleiiung 
in (Ito Analysis des IJnendliciien die Krrisftinctioncn unlerwirfl, auf die 
Functionen fx, gx, hx ausgedehnt werden können. 



Flinfler Aliscliuitt, 

Zweite Entwicklnngsmethode der Grundformeln 

der Thetafunctioueu. 

§. 65. 

Mit Hülfe der Formeln, welche in diesem Paragraphen enlwickelt 
werden sollen, werden Vfir Üieils die bereits aufgestellten Relationen 
zwischen den Thetafunctionen wiederfinden, theils aber auch zu ganz 
neuen und ausserordentlich wichtigen Eigenschaflt ii dieser Functionen 
gelangen. Wir geben allen diesen Formeln, der leichteren Uebei'sichl 
wegen, niu" eine beschränkte Anzahl von Gliedern, da auch an einer 
geringen Zahl derselben die Allgemeinheit der Methode sogleich ei^ 
kannt wird. 

Durch Zerlegung in Partialbrache ergiebt sich bekanntlich: 

x—a*x—ß,x—y . 
_ «— g.g— 1 . ß—a,ß'-b 1 . Y—a.y—b 1 
~~ a—ß,a—y* x-^ct ß—a.ß—y x—ß'^y—a*y—ß'x---f' 

In dieser Gleichimg ersetze man a:, a, b, or, ß, y entsprechend 
durch .... so nimmt z. B. x—a die Gestalt an: 
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^/(jr— o) p— «( V— fl) 

^^^i = 2te^'+»)^ ^ 2tC*C*4^«>sln(a?— fl). 

Verwandelt man die übrigen Differenzen in ühnlielier Weise und 
seUt die gewonnenen Ausdilicke in die obige Gleichung ein, so heben 
sich die imaginären Factoren (ort und man gelangt zu der Fonuel: 

sin (x — g) sin (x — b) 

sin (« — a) sin (o? — ß) sin {«— y) "~ 

sin (g — a) sin (a—b) 1 , s \n(ß'-a)mn(ß^b) 1 

sin(a — /?)sin(a--y) * sin (a: — «) "''^ sin {ß — a)s\n(ß — y) * sin 

sin(y— o)sin ( y — 6) 1 

I »im 



Sin(y — a)sin(y— sin(a; — y) 
Bezeichnet man nun 

sin ( — a;) sin (k^ — x)... sin(ilw-i — x) 
sin (c, — a*) sin (»t — aj) . . . sin (a«-.i — a?)8in (c, ^x)~ ^^^^ ' 

so ist oiTenbar ganz allgemein nach einer leicht verständlichen Be^ 
zeichnungsweise: 

, y. ((jpxsin(«, — a?))*=«« , (fl)a;sin(cr,— a;))*^^«» , 

ffil^l ^= ■ ' — ■ ^« .^—'^•C* 

' sin(a^ — ar) sin(aj— a;) 

I (yxsin(aw— a?))"^^"» 
sin(a»— a?) 

Diese nützliche Formel, mit deren HQIfe man z. B. sogleich dx 

bestimmen könnte, und die sich auch für viele andere Zwecke be- 
nutzen lüsst, kann leicht im Gedächtniss behalten werden, da sie aus 
der zuerst angerührten Formel entsteht, wenn man statt der einfachen 
Differenzen ihre Sinus einfuhrt. 

Wir werden sie jetzt benutzen, um die Quotienten der Theta- 
fiuictionen in PanialbrQche zu zerlegen, eine Zerlegung, mit deren 
Hälfe sieh dann itöhr viele neue Eigensehaften dieser Functionen ent- 
decken lassen. 



|. 66. 



Nach N. 2 in %. 17 ist 



(\(X — x) o) sin {X -\- svi — x ) 

6l(a~x) ~ -ta sin(o 
Bezeichnen wie nun der Kürze wegen 
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und denkeil uns einstweilen w als eine t-ndliche Zahl, so lässl sich 
F{x) uaeU §. 05 in PartinIbrUchc /erlegen, wenn man im Zäliier eij>en 
der Factomi absondei-l. Dieser Factor kann z. B. sein : 

sin(A — « — ww). 
Man darf also setzen: 

Fjx) 

(^0 sin(il— ap— ww) 

und kann die einzehien Zähler der Parlialbrüelie leiihl bestiinnien. 
Man findet z. B. A,, wenn man diese Gleichung luil sin(a — aj-f- svi) 
mulliplicirl und danu x — a-{-spi setzU 
Es ergiebt sich auf diese Weise : 

s\n{a-x-\-svi) 

wenn in diesem AiisdriK-ke x — a~\~~svi gesetzt wird. 
Es ist aber uct^h N. Ii in §. 22: 

6>{a — sv i ) _ 2,(a-*)/_^ 

daher wird fttr 

wenn man bedenkt, dass ^ fü«" « = ^ sich naeli der Lagrange sclien 
Bezeichnungsweise der Differenüalquoüenten in verwandelt, 

^* ^ ei'o sin {X - öT- (w H- .s) J ? ) " ^( ,*?-a}^(y-a) 

Der zweite Factor dieses Ausdrucks iässt sich aber darsteilen als : 

Bedenkt man ferner, dass fiir ein unendlich grosses o» 
sin(o-fli»t) _ t^^-e-'"-' ^'' ^ 
sin(6- «vi) " e** 

so ist 
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MultipUcirl man also (1.) mit 6^0^* hin (l — jr — tavi) und be- 
stimmt Bf, und Cf in ähnlicher Weise wie Ät, so gelangt man xu 
der Formel: 

(2.) ^^'oc^'F« = (<^(a-a?)Fj?)"=«^'' -A'r^ — 



Diese Formel gilt offenbar auch wenn F{s) eine beliebige Anzahl 
von Faetoren enthüll, wofern man nur fUr 9 stets die Summe der 
Argumente des Zählers weniger der Summe der Argumente des Nenners 
einfuhrt. 

Die SummenausdrOdce auf der redten Seite dieser Gleichung 
lassen sich auf andere Weise darstellen. Setzt man nämlich (i^ß 
und V so verschwinden die beiden letzten Glieder der Gleichung, 
da Qo =s 0 ist, und man erhält: 

Schreibt man hier y statt X—a uud x statt a—x, so wird: 

^ ' -w sin (374-*»'*) ^«6[f/ 

Drückt man die beiden andern Summen In ähnlicher Weise aas, 
so gelangt man zu dei; Formel: 

(4.) fx = (a-x) f 

Setzt man in ihr x~o, so erhält man : 

Man kann von dieser Formel aus leicht zu andern analogen Uber- 
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«» 

gehen. Ersetzt mau z. B. a, /?, y entsprechend durch 0 + 4»^ 
ß-\-\vi, Y-\- ^yt, und benuttl die Formel» (1.) und (2.) in §. 22, so 
verwandelt sich (5.) int 

ejl _ ^(g+d) d{X—a)0{(.i-ct) O jv—a) 

^ daOßOy~ 66 da6({ß-~a)ß,{y a) 

ßiß^d) e{X-ß)d{fi-ß)0(v-ß) egy+d ) d{i-r)e{fi^y)div^y) . 

Setzt man in dieser Formel a = il, /? = /u^ y s= so wird ^ = o, 
und wenn fx = '^ einführt, und die Neuner iorbchafl't, ao er- 
hall man auf der Stelle die Formel: 
(7.) ß f^i fvf{X-fi) f(^-y) f(v- 1) 

+ ßf{n-v) + nifiv-x)-\-fvf{x-fi) = 0. 

Wir haben diese Formel, welche sieh als spfcieHer Fall der obigen 
allgenicineii er^ab, nur als eine historisch iiierkwüi'dige aut'gezeichiict, 
weil Jacobi , der sie anders beweist und in anderer Fonu darstellt, 
von ihr sagt: Öuae est foruiula nova, niaximi niomenti per totarii 
theoriam lunclionuni ellipticarnm. G. Grelle s Journal. Band 15. pag. 200. 
Fast alle Formeln diesei- wiehtigen Abhfmdlung Jaeobi s sind nur spe- 
cicUe FHMe und einfaehe Folgerungen aus der allgemeinen Formel 
N. 4, die übrigens, v>ic alle Formeln dieses Paragraphen, liir eine l)e- 
liebige Anzahl von Fagtoren des Productes F{x) gilt. 

§. 67. 

Von den Foniieln des vorigen Paragraphen hranehen wir für 
unsern nächsten Zvvcrk nur die einfachsten, namlieh die, für welehe 
der Zähler und Nenner des zerlegten Bruches nur aus zwei Factoren 
besieht; aber da es darauf ankam, die Rildungsweisc dieser Formeln 
kennen zu lehren, so wurden stets drei solcher Faetoren benutzt, 
welche zugleich genügten, um sich von der allgemeinen Gültigkeit 
dieser Formeln zu überzeugen. 

Wir vereinlacben also zunächst die Gleichung (6.) in §. 66 da- 
durch, dass wir k durch a hvi ersetzen und ans %, 22 die Formeln: 

benutzen. Da 6{iVi) hiernach gleich Null ist, so verschwindel in 
(6.) das erste Glied der rediten Seite, und die ganze Formel ver- 
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wandelt Mch, mvU sctir eiiiliK iu ii Hc^'liiiuiigcii, nachdem wieder iL und 
€t statt V und y geschrieben worden ist, in: 

wo 

S =z fi — a—ß. 

Aus N. 5 erhält man unmittelbar für v = y: 

Scbaft't man in beiden Formeln die IS'cnncr lort imd setzt 
X—a^-a, ß^b, n^dt^Ct X'\-fi—ß = d, 
und dann 

j^(a-h6 + c4-<0 = * «od i{a r b-{-c — d) = o, 
so lirulct man: 

(3.) eaOöOcOä=&M^s-a)6i(s—b)6i{s--c)i^dsO{a-a)d(a-b)tl{o~c) 
und 

Die Differenz dieser jfwei Gleichungen bildet die Formel, welche 
Jacobi in seinen Vorlesungen aut eine eigenthUniUcfae Arl bewies und, 
in etwas vei^derter Gestalt, als Ausgangspunkt für seine ganze Dar- 
stellung der llieorie der elliptischen Transcendenten benutzte. Hier 
erscheinen diese Formeln als specielle FXlle einer noch allgemeineren, 
und jede einzelne dieser Formeln ist bequemer zu benutzen, als ihre 
Differenz. 

8.68. 

Setzt man in N. 3: 

a = ln — x—yf 6 = 1« — x; c=^n—y; d = ^it; 
&0 wird 

4r = jf— a?— y und ass^rr, 

also, da 

6(^91-^ x) = ^ und 6i (4» —x) = 6liB 
ist, so verwandelt sich N. 3 vermöge der Formeln des §. 22 in 

i^A.) tio (ix (iy (i {X r y ) ^ Oo üx Oy 0 [x f y) [^^oQxQyqix -\-y). 
Subbtituirt man nun iu dieser Formel t'üi' jc imd y die Wcrthe 
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x-^-a iin«l tf-}-ß und bestimmt «.und ß init IliHfp der Kormehi des 
§. 22 so. dass die Zeiger der beiden iiiiuieren Facloren aul der Unken 
Seite der Gleichung [Ä.) 

33, 32, 31, 30 , 

23, 22, 21, 20 

13, 12, 13, 10 

03, 02, Ol, 00 
werden, so erlUUt man im Ganzen 16 Formeln. Diese Substitutionen, 
welche z.B. x-t-l», ff— in, femer «c+i^'^iv*« Jf^'i^+i*^ 
dann a;— ^m, y u. s. w. sein mttssen, ergeben sich sümmtlich un- 
mittelbar durch den blossen Anblick der Formeln (1.) bis (4.) in S* 22. 
Dividin man nun noch alle diese Formeln durch 

so getengt jnan zu folgenden seehszehn neuen Formeln: 



(>.) 


hohx 


= hyhQD+y)-^go gxfyf{x + y) 


(2.) 


hohif 


= hxh(x-{' y) + gofxgyf{x + y) 


(3.) 


hocjxfti 


^^golixfix-i-y) — fxgy h {x + y) 


(4.) 


hogyfx 


= gohyf{x-\-y) — gxfyh{x^y) 


(5.) 


Ä0Ä(«4-y) 


= hxhy—gofxfyg(x-\-y) 


(6.) 




= fxhyg{x-\-y) + gohxfy. 


(7.) 




= ^fy9{^-\ry)-^9ofjohy 


(8.) 


hofxg{x^y) 


- g^hfip + y) —90 fy h (x H- y) 


(9.) 


hofyg{x-\-y) 


= hxffy f {X 4- y) — go fxh (x -j- y) 


(10.) 


hofxhyf{x-\'y) 


= 9ogy—gxg[x-\-y) 


(11.) 


hohx fy fix -^-y) 


— gogs — fliy^ (a? -h ff) 

• 


(12.) 


hogxhyg{x-\-y) 


= gogyhxh{x+y)—fxf(x-\-y) 


(13.) 


h6hxgyg(x-{-y) 


= 9oguhyh{x-\-y)-fyf{x\y) 


(14.) 


hofx[fih{x-\-y) 


= gxgy — gog{x-\-y) 


(15.) 


hf)q.i(i)jk\X-\-y^ 


= f^fy-\- hxhyg (x -f y) 


(lö.) 


ko lix hy h{x y) 


~ l-\-9ogxgyg{x-\-y) 



Diese Formeln lassen sich also äUnmtlich durdi einfache Sub- 
sülutionen aus der letzten ableiten. 

§. 60. 

Im eine x\nwt'ndunp dieser Formeln kennen zu lehren, wollen 
wir annehmen, eö finde zwischen den Winkeln a, / die Gleichung Statt: 
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u ß Y 



wo = yi— A'sin»*; und es sei: 



u . u 



dann ist nach f. 51 : 



also 



u 



und daher 

/•(a; + y) = i^Äsiny, 
Nad) ^51 ist dann aueh: 



Setzt man nun duse Werthe lür die Functionen f, g, h in die 
Formeln des §. 6S ein, kami uiaii ^opleicli folgende 16 Relationen 
niederschreiben, welche /wischen den Winkeln a, y Statt linden: 

Cosa = C0S/7COS]/ 4-sin/9sin}^^a' 

cos/? = cos}rco8i)r-|-^^sn^0'<^/^ 
cosy = cosäcos/?— sfntfsin/J.i/;' 
Ja = /Jß Jy-{-k^ Uli iß smy cos a 
Jß = JyJa 4- Ä'sin y sin a cosß 
Jf = ^a^/?— /('sina5in/9cos}^ 
jk'*sin/}sin y = cos ütJßJy — eosßeosy Ja 
hf* sin y sin a = oosßjy Ja — cosy cos a 
jk"sinasin/J = —cosyJaJß-^-cosacosßJy 
smai^o&ß = .sin/z//? — sin/9eosa^y 
sinacosy = — ^nßJy-^-ünyco&aJß 



(!•) 
(2) 

(3.) 

(4-) 
(5.) 
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Jaeohi hat im 39. Basde des Gi«Ue*schen Journals in seiner be- 
rühmten Abhandlung Aber die Rotation eines fiesten KOrpers, diese 
Formeln zuerst zusammengestellt; aber seine Ableftongsweise ist we- 
niger einfach und durchsichtig, als die, welche hier gegeben werden 
konnte. 

Die dritte Formel unter N. 2, welche hinge Zeit die einzige be- 
kannte unter allen aufgeführten gewesen ist, hat Veranlassung zu der 
Lagrangeschen ConstrucUon gegeben, nach welcher jeder Formel der 
sphärischen Trigonometrie eine Addilionsformet der elliplisdimi Fbne- 
Honen entspricht Sind in der That a, / die Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks, so sind nach diesen Formebi die Winkel a\ ß', y\ 
welche diesen Seiten gegenüberliegen, durch die GletchuDgon gegeben : 

sin o' = Äsiü a ; sin = ä sin ß ; sin / — Asin y 

Cosa' = Ja; C05/J' = Jß\ cosy' = — dy, 

% 70. 

Mit Iliilfe der iM)rmeln des §. 68 oder auch schon durch hiosse 
Benutzung der honneln des §. 29, erhält man leiclit tolgendes Korniel- 
system : 

fjegybi/'-fffsxhx go hxhy fxfygxgy 
(2.) 909iu-\-y) = = gsgy-^fxfyhxhy 

* fxgtjhy- fygxkx hxky+fmfygxgy 

\ h^ki^ t^ fyy^yy __ My-\-9X9yhxhij 

(3.) ÄOÄCoy-l-j,) iZTf^fy— - gxgy + fxfyhxhy 

fxgy h)j - - ffj qx hx hxhy -\- fxfy gx gy 

Die erbten \on jeder Gruppe dieser Funnein sind bereits in S. 30 
aufgeführt worden. 
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Niiüuil man aus die&eii Formeln die Gleichungeo: 

go fiBgyhtf—fygsBhso 
h(x-\-y) __ fxgyhx—fygxhy 

^ t^gyhy—fygxkx 
addirt beide Seiten zu 1 und zieht sie von 1 ab, dividirt dann mit 
der Summe in den Rest, so gelangt man, wenn auf beiden Seilen die 
Quadratwarzel ausgezogen wird, zu den Formeln: 



(4.) 

(5.) 



Jgö~^hof{x~\-y) _ gx — hx fy ^ gy— fxhy 
' go I hof{x-^y) gy -f fxhy ^ gx-\-hxfy 



J go~-g{x-\-y) _ fxkyj-h.rfy _ gy- gx 

' 5o4-flf(«-ry) ffy-hjo? f«Ay— 



hxfy 



(6.) J ho -'h[x ly) ^ fxgy-l fygx _ hy — hx 

^ r //o 4- h {x -r y) ~ hy -i-hx fx gy — gxfy 

Die Gleichheit der zwei rechts stehenden Ausdrücke dieser drei 
Gleichungen lässt sich leicht direct nacliweisen. 

Drückt iiinn hier die Functionen f, g, h wieder durch die Winkel 
er, y aus» so ueliuien diese Formeln, wenn mau 

Jy SS co&y 

setzt, die Gestalt an: 

.^ . _ costt — BmßJa _ co6ß — sin a Jß 

U ) igU^— ir; - eos/y+sin«^^ ^ cosa+sin/?^^« 

(c\ sintt^/?-i"Sin/9^« _ cos /g — cos g 

K^-) my — cos/J-fcos« 5inof4?-sin/?^a 

W ^tr Jß^Ja sin(a + /?) 

f. 71. 

Setzt man in der Fbrradr (3.) des %. 67 tUr a, b, c, d enUsprc- 
•;hend die Werthe o, — y — ä, —z — x, —x — y, so erhält man: 
s= — x — y — i' a=:x-\-y-\-i 

also 

(1.) OoO(y-\-9)e(z-\'x)d{x^y) = 

ä{x-i-y-i-i)dxeyds-^Gi{x-\-j^i-i)^x^e^, 
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Dividirt man diese dUictiiiDg iUnrh das erste Glied der rechten 
Seite, so nimiiit sie die Gestalt an: 



Vertauscht man hier » mit -\-a, dann fnit — a und dividiri die 
zweite der erhaltenen Gleichungen durch die erste, so wird: 



d{x~-a)6(y—a)0(x-\'y'^a) _ 1 fsBfyfaf{x + y — fl) 



Aus N. 4 in S< ^7 ergiebt «eh unnuttelbar, wenn man x mit 
x-^a und y mit vertausciit, dann —a statt a schreibt und 
die beiden so erhaltenen Formeln durch einander dividirt: 



6(x- aY Ojy- aY 0 (x -f y + 2a) ^ 1 - f{x + a) Yi >/ + «)' 
d{x^ aYe{y + afe{x-\-y-1a) \ - f{x ^ a)* f{y - a)*' 



Vertauscht man aber x mit X'^-y-\-a und y mit a, so gelangt 
njan auf dieselbe Weise zu der Formel: 



dix-^y-aYd{x^y-{-2a) 1 - fa' f[x + // ^ a)' 

Zieht man aus dem Pi'oductc beider Gleichungen die Quadrat- 
wurzel, so erhält man die Formel: 

■ e'{x-a)e(y-a)e{x~ly-\-a') 
^ <?{af+a)tf(y + a)d(aj-hy-a)'" 



welch«' als eine iiidit unNvichtige Transformation der Formel (3.) zu 
hctrnclileu isl und von Jacob! in seinen Fnndnmenten pag. 157 mit 
einem grösseren Aufwände von Hecbnung gefunden wird. 



(2.)' 



doe{y-\-z>)e{%-\-x)e{x^y) 

dxdydzd{x-{-y + z) 
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Reihenentwicklungen, 

72. 



In §. 66 ergab sich unter N. 3 folgende Fonnel: 



6ix6^y -i^sm{x-^svi) 
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Ersetzt nuin hier x dunAk x— ^vi und y durcb y — |m und be- 
mil2l aus §. 22 die Formeln (1.) und (6.): 

ei (x \ u) = und O^x — vi)^— 6*^'+" e^x, 

so t:* Im i man von der obigen Konnel soffleidi zu der unter N. 1 
aufgi iiihi U u, und wenn man die Formeln des §. 22 in ähnlicher 
Weise noeli weiter anwendet, so bildet man sich leiclit lülgendes 
Formelsystein : 



(1.) 
(2.) 
(3,) 

(4.) 
(5.) 

(8.) 
(9.) 

(10.) 



Oxdy 



'wsin (a; (ä — 
-»sHi{a?+*i'l) 
— w eos(x-{-svi) 



sin (iT-l-Ävi) 



-wcos(iBH-m) 



— V 



— wsin{a;-f-*vi) 
— w sin(x-i-Äi'i) 



-« cos(a:-|-w) 

Diese Formeln sind sehr wichtig. Aus ihnen folgt sehr leieht 
ein grosser Theil der Reihen, welche Jaoobi in seiner Abhandlung 
über die Rotation eines festen Körpers (Grelle, Rd. 39) aufgestellt 
hat. Man braucht 2. B. nur in (1.) bis (4.) y mit --y zu vertäu- 
sehen und die erhaltenen Foimeln zu den ursprünglichen zu addiren 
oder von ihnen zu subtrahiren und dann die rechten Seiten vom 
Imaginären zu befireien. • 

Sie dienen aber überhaupt auch als Ausgangspunkt fUr die zahl- 
reichen Reihenentwicklungen, welche Jacobi in seinen Fundamenten, 
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grSsstentheils auf beschwerlichereiii Wege, geftinden bat, und von denen 
die wicbtigsten jetzt mitgetheilt werden sollen. 

§. 73. 

Anwendungen. 
Butwickelung der Fanctionen f, g, h in Reihen. 

Setzt man in (1.) erst y ^ o und dann x — o und bedenkt, 
dass ^o — do^^/» ist, so erhStt man die beiden Gleichungen: 



sin (a: + (5 — 2 ) »'0 

und fm = 7rr»i~ 



wo in der zweiten f wieder durch sß ersetzt worden ist. Um diese 
Ausdrücke von ihren imaginSren Theilen zu befreien, bedenke man, dass 

1 2(sinapcosyt— cosays^pyt) 

sin(aj+yf) cos2yi-*cos2af 

Der reelle Theii dieses Bruches ist offenbar; 

2sinagco8yt 

€OS2yt — C082dB 

Daher ist 

. _ ' 2 sing w cos(2>— l)ayi 

eio^o -^-o .cos(2«— l)W-C082jr* 

Aber da 

cos(2f- l)w = Ke-cu-')" ^ gi-2*j^ 

so wird 

4sinx ^ + 
' 4o 1 — 2g2*+* cos 2a? 4- 9* +^ ' 

Der zweite Ausdruck für fx wird: 



- __2i_ „ sin(2£j^ ^ _4_ ^.. q^+Mn (21^4-0^ 
Es war aber nach $. 51 : 



also ist 



I 

jEtelhenentwickliingeii« III 

FQr 9> = |;t ist auch x=ln und daher eriiSIl man aus diesen 
beiden Reihen: 

27T ~ \—q 

Die halbe Summe dieser beiden lleihen giebt: 

^ f 2 1 3 3 45 

und die Entwickelung naeh Potenzen von tj^ führt «u der Reihe 
ftJT 

^ = ^H- 2^1 +^ + 2gV + 2jV +3^V 4. 2gY 4.2gV 4.... 

Ist die halbe Axc der Lemnis- 
cale 0A = a und ihre Polar- 
glelclnmg r = +«/cos2^, so ist 
die Länge des Quadranten: 

Hier ist k = Z^, also = i/^ = iSc, daher auch K = Ä', also 

q =z e ^ =s e""'* 

und 

= 2?! {e-i'* -| - 2e-»'' -f e-t" + . I 

Diese drei eisten Glieder, odcr2we-»'^(l+e-'^)' = 2;i|^coso-», 
wenn e'-»' = tga, reichen hin, um mitHttlfe von Logarithmen zu 0nden: 




4 



Digitized by Google 



112 



Sechster AbwliiiHt. 



1,3110285. 



j yi-o.* 

Der genauere Werth ist 1,311028777. 

%. 74. 

Aus der Fonnd (4.) in S- 72 folgt, wenn man x — Ot und 
y setzt: 



Setzt man aber in (7.) desselben $. y = o und dann ^n-\-x 
statt d?, so erhält man nach 22: 

^'* = — srs^-^^ 



"^-cMisin (a: 4- (* — 4) yi) 
Sondert man in beiden Formeln die imaginären Theile ab, so wird: 

1 j, ^0S9 = ii» ^ 

^ (^0^0 l—2g^*^ *tos2a:-f- 5**+* 
«.75. 

Vertatischl mnn in (3.) §. 72 |^ mit x und setzt dann ^ = so 
ergiebt sich soj^leich: 

lix s= — - j; " — 

Oo^o -» cos*vi 

Setzt man aber in derselben Formel y = {vi — In und vertauscht 
X mit X'^\n—^vi, so erhSlt man eine neue Reihe fUr ito, nämhch: 

hx = ^^Ij.- O^cot (X 4- - i) vi). 

Bedenkt man femer, dass 

siii 2j: — sin 
*^'(*+S^) = eos2i/i-cos2a; 

ist, so ergiebt sich der i-eelle Theil von 

Jb,= _^ V- (-0-sin(2^-l),.» 
^o<lo'^-«eos(2«— cos2ay 
Diese Reihe convergirt aber nicht; setzt man indessen in dieser 




Reibenentwicklungeii. \\'^ 

Gleichung x — o und siiblrahirl sie von der eihaiteiieii Gleichung, so 
gewinnt man eine couveri^enle Reihe 

*o-Aar=-— — V (-l)^cot( ,v -l)n _ 

Sondert man nun in den bisher für fx, hau entwickelten Reihen 
die imaginären Theile ab, und sleitt die gewonnenen Resultate zu- 
sammen, 80 erhliU man folgendes Fonnelsystem: 

M \ ^Äüf . « A * . *,cü sin(25-f l)a; 

« ^ f -w SHl (« -j- ^) M 

w ^ ^ * cos(*+^)w 
(3.) ?y[^^ = ^?a<3oto = ^- oos2.^^ .rcos^ 

« ^ . ''^-w cos«»'» ^ '^^l l4-j2* 

(4.) ^oQa/^ = 4sin^2:^-^^t|!:^^, 

^ ^ ' i — 2g^*+' cos 2« + 

* ^»1 — 29«*+*co82a? + ^ 

(6,) öo^hx = (io« - Ssina.«^- (-^l!lllll±J^ 

' '^»il-r"";U-^r^*'cos2a:+^-^2-) 

Wenn übrigens auch alle diese Formeln für die wirkliche nume- 
rische Berechnung in der hier gegebenen Gestalt benutzt werden 
müssen, so sind do( Ii fiir algebraische Rechnungen ihre mit dem Ima- 
ginären behadeten Formen vorzuziehen. 

Setzt mau noch in den Formeln (1.), (2.), (3.) — « statt w 
und benutzt §. 23, so eingeben sich folgende drei Formeln: 

^ n Jq> ^ ^ hx l_^*+A 

(8.) ^^^^"y = ßoüot ~ .y,. i-n'q'' ^^in(2s-^l)x 

(9.) J-==.0oiio^^ 1+4^- 

n /J(p ^ hx ^ '^Kt l-j-^'« 

S c h e 1 1 b a c h , ellipiiscln; lulegralc. 8 
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§. 77. 

Setzt man in den Formeln (1).). C^-); (l"-^' i'^-). (C-^* f*^^' 
(4.), (3.) stets y = o und in der (3.) x = o, und dann y =^ in 
so erhSlt man sogleich folgendes Konnclsystem: 

U.) 7r^"oif?' = ^^«««^ = ^^'-^-«5"nO?Ti^^ 

= cola;+4bm2a;2;, i_2g»*cos2a?+g** 

... 2A' l ^ 1 _ ^'o L__ 

(4.) — i«9> = ^'ö<iö^ = ~»«"-2;_e-5^(^:^^ 

= tg«+4sin2a:2:;;' l^-g'-co^T«^ 

= ^S^"^"^'^''^-^i l+2«^'cos2« + r 

= 4co5iF2;„ Tqr:i^-icos2a:-i-g*^-'^ 

,^ . 2ftlf cosy _ - flrx _ „0, . 

H"^ ^ ^ ^ ' ^-»»^ + - -i) vi) 

— 4C0S.i^^^ 1+2«^*-' tos 2a: 4-9*'-* 
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(9.) !*y.-L = ga(fo±^^" C-l)'eo»2«r 
^ ' ft Jq^ hat » cosm 

77. 

Der weitere Fortschritt in diesen Reihenentwieklungen wird durch 
eine Gruppe von Formeln vermittelt, welche zunüchst dargestellt wer- 
den mügsem 

Nach I. 70 N. 1 ist 

_ f-^ayhy — fygxhx goho f.v9yhy-\' fygxhx 

Die Differenz der Quadrate dieser Gleiclmiigcn führt zu der Forme] : 

y{^~y) f{^+y)^ {f-^ -fy) 

da 

^fxgxhxfygyky = 4fxf*xfyf}f, 

DilTerenziirt man nun die Gleichung (5.) in |. 27 logarithmisch 
nach jc, so wird: 

+ i/j -i- i'^. \P ~y) - ^i'Ox = 

und wenn man diese Gleichung nach y differenzUrt, so erhält man 

(6.) r<}(*+,)-<"«(a,-y)=10^^- 

Bildet man also (a.)— (6.) und vertauscht x-{-y mit x, x—y 
mit y, so gelangt man zu der Formel: 

V.erfährt man nun ganz ebenso mit N. 2 und N. 3 in |. 70, wie 
hier N. 1 behandelt worden ist, so kann man, wenn (2.) durch N. 1 in 
f. 22 und N, 17 in $.23 verwanddt wird, folgendes Formelsystem 
aufstellen : 

(1.) mx - V'dy = ^o^^o^ify'-fx*) 

(2.) V^f^^t^e^ = ~ i^) 

(3.) 



(4.) ' r^_,.^i,^ö.-<ia<^,-i.) 



8 



* 
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Für die Furnu'l (1.) ist noch zu beachten, <lass 

FUhrl man in der ersten dieser Formuln y — ivi statt y ein, so 
geht nach 23 N. \1 fy in ^ Uber und nach %. 22 N. 2 venh'andeU 

sich lOy in: 

H-iOiy . = /(- ») 4- »if + i»' 4- % » 

also niiiss durch erselzt werden. 

Vertauscht man aber in (3.) x mit ^n^-^"!*^^ ^ ^^^"^ 

^ 71 i- — = — und fii^^n-\-x — ln) = iOxe'*'^ i ^ 

Daher tritt wieder P*dx an die Stelle von T^. Wird nun end- 
lich noch in N. 4 {n^x statt x gesetei und (1.) in $• 22, so wie 
(16.) in f. 23 beachtet, so vemndeln sich die ei'wShnten diiüi 
Fonneln in; 

(5.) rdx - i"% = (io' do' - fx^ 

[Q) l"dx-l"^ = Oo'^o'(~+gx') 

(7.) iTßx-my = öö'^o'Ca^ 

Für y = x gewinnt man aus diesen Formeln noch die folgen- 
den drei : 

(9.) lf*9x=^0o'^o'(9x'+^) 

(10.) PA» = <?o*«o* ( , -hx*) 

Da nach g. 26 N. 5 

so erliült man aus (9.) und (10.) für x^0\ 
(1 1.) (lo* = — ryü = m - r^o 

(12.) <|o* = -f'Ao = rdo - f 

Mit Hülfe dieser Formeln bildet man aus (1.)* w"*^ (s^-) 
y = o die Fonueüi: 



Dici' 



lieibcneutwicklungcn. 1^£7 

(14.) (io'^io^fx' = P'do-l"ex 

(15.) Oo'^o'gx' = l"6x-l"^o 

(16.) . Öo»Qo'Äir" = m-f^o 

und aus (5.), (6.), (7.) entsteheu, wenn uian o; = 0 beizt utid dann 
if mit vertauscht, die Formeln 

(17.) <io' = m - 

(18.) <?o'Qo'~~=r^a-r^ 

(19.) 6o^ ^* -jgr = i"^ - i"^o. 

Die sechs letzieii Formeln ciselzcii nun mit Vortheil die sieben ersten 
dieses Para^iraiiheii. 

Dn die Üiftcrenzialqiiolieiitet! O'o, (l'o, ^'o verschwinden, so hat 
man sogleich noch folgende Formeln 

d"o Wo ä^o 

m 

Vertauscht man in den Formeln (11.), (17.), (15.) und (IS.) x mit 

\7i — x und in t^^*) und (19.) mit aß — ^vi, so erhSit man auch die 



Gleichungen 
(21.) 




= röo 




(22.) 




= V*6o 




(23.) 




= V%x 




(24.) 


fx* 






(25.) 


00-io*^ 






(26.) 




= i"^0 





r 
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f. 78. 

Fortsetzung. 

Es ist 

Die Summe von (14.) und (17.) und von (11.) und (12.) verwandelt 
diese Gleichung unmittelbar in 

Verfährt man ähnlich mit den Ausdrücken {l'gjc}* imd {Plu:)\ so ge- 
langt man zu folgendem Formelsystera: 

(1.) l"(Öjr^JP)+(l' fxy = V{^o^) 

(2.) . /"(Öa f^aO -r {l'gsY = /" (6>o Qo) 

(3.) /"(öjcija:) + (/'Ajt)' = l"{0o^o). 

Addirt man (2.) und (3.) und benutet (14.) in |. 77, so wird 

oder 

(4.) r{^jr^jr)+(/'|^y = /«(<?o«o)/ 

Diesen Formeln lässt sich mit Hülfe der Gleichungen in $.25 aucli 
eine andere Gestalt geben. 

Vermöge der Gleichungen (3.), (4.), (5.) in 32 ist unmittelbar 

kr 

also 

und wenn man die Shnlichen Differenzen bildet, so erlangt man die 
Fonneln 
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^^'^ \'gs ~~ gxhx 
(6.) Vj^ • 

Das Prodiict diestT Gleichungen mit don ent&precheiideu der vorher- 
gebendea Gruppe giebt das Formelsysteiu 

(8.) If'f^ = ^* 

hx 
fx 



(9.) l'gxl'^^^' 



(10.) l'hjcl'^=^o\ 

fX 

§. 79. 
Fortfletsang. 

Aus der Gleichung 

findet man durch zweimaliges Differenziiren naeh x 

d"j: = — 4^'" (-1)* e-^'' cos 2sx. 
Differenziirt man aber Ox einmal nach v, so wird 

s 

also ist 



Ganz dieselbe Fomel gilt für die übrigen drei Theta. Aber 
also < 

Veiwöge (1.) ist also 

and aucb diese Formel ist Dir «He vier Thela gfiltig. 



120 SechsUr AbBchnitt. 

Da nach der Definition von 0jr, Q.r, (^x 

O'o = o; 6^0 ^ o; ^'o =■ o 

so ist nach (2.) 

— -Sir =''*»'• -37-='^ 

und auch 

Daher lassen sich jetzt die vier Formeln (1.) his (4.) in 78 in fol- 
gende verwandeln 

4'^^ = ^'^-''^^' 

(60 2^/^4^ = i'^j'/'ax. 

Subtrahirt man (5.) und ^4.) von (b.), so erhält man sogleich 
/-X n ^ id-f^ u ^ » ^^cosflp o/cos» 

(8.) 2Ai|^ = ,,A^.,^^ „der 2 = -f^<'<ix. 

Aus (7.) geht durch Ausführung der angedeuteten Differenziatioa 
sogleich die wichtige Formel hcivor 

welche den partiellen Differentialquotienten von ^ nach v durah den 
partiellen Differentialquotieuten von tp naeh jr ausdrucken lehrt 

t 80. 

Mit HQlfe dieser Gleichung lassen sich jetzt noeh einige wichtige 
Formeln bilden, die in der Folge benutzt werden sollen. 
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Nach $.51 N. 15 war 

^ = do^okjr, 

also ist nach N. 9 iu §. 79 



Aber 
also 

Ferner ist 

also 



9 ^9» _ 



(1.) 2-^=. ||./'<?;P-(«O^COS<p8iD5P. 

Mulliplicirl man diese Gleidtuit^ mit coi^ und dann niil — tg^), 
so erhält uiaii die beiden ersten Formeln des lolgendeii Systems, 
dessen dritte sich It icbi aus (.8.) in §. 79 ergicbt. 



(2.) 


2 


dv 




^/sin rp 
dx 


— <?o*cosy' 


(3.) 


2 


dlwsip 
dp 


= P0x 


dlcosg) 
dx 




(40 


2 


OlJg) 
dp 


= l'6x 


dUcp 
dx 





Zieht man (3.) von (2.) ab, so bleibt 

(5.) 2i^ = ,toi^_(i«.. 

Diese vier Furuieln ^i*heu fast uuniittelbar in folgende über 



(6.) 


2 


dsing) 
dp 


=pdx 


dsinqp 
dx 


— ({o'sin^cos^p* 






2 


dcosqf 
dp 


= l'Ox 


Sco%g) 
dx 


-f- ^o^cosysiny' 




(8.) 


2 


dJw 

dp 


— eox 


dJq> 
dx 






{^,) 


2 


dtgip 
dp 


= Pdx 


dlgcp 
dx 
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§. 81. 

FortseUung der Beihenentwickelougen. 

Wenn man die in den lelzten vier Paragraphen gebildeten For- 
meln betrachtet, so zeigt sieb sogleich, dass wir, liir den weiteren 
Fortschritt, der Reihen filr die Logarithmen der Theta bedOrfen. Diese 
Reihen lassen sich nan leicht auf folgende Weise enlwiciceln. 

Wenn man vou dar Gleichung (3.) in $. 16 die Datttrlicben Loga- 
rithmen nimmt, so erhSlt man 

lOx = l(q*; 04-^^^/(l -2g^'-'*cos2a?+ g^*-'). 
ist aber bekanntlich 



/(l-2ßcosx-}-a') = —2^" cosaa?. 



wenn ü der reihende Buchstabe ist. Also ist 

IT 

Man bat aber die Gleichung 

^ ^ = 

wenn man also t statt a sclireibt, 

cos 2*0; 



i Ox = list"', q') - 2 J?;^;; -^^^ cos 2ax. 



j^Mt»-t}o s= _J-— = ; 



isinm 
Für d; 0 ist hiernach 

lOo = l{q';q')-i2:'^ } 

\^ / «sinain ^ 

Zieht man diese Gleichnng vou der vorigen ab, so erhält man 
die unter (1.) aufgeführte Gleichung des folgenden Formelsystems und 
auf ganz gleiche Weise lassen sich die fibrigen bilden. . 



(1.) Idx Wo^^ij: 



1 sbiusvi 



(2.) = l(qom x) + 2»^^ v_iJL_^£ L 

(3.) le^x = cosx) 4- 2i2:^^ ^'^^XZ — 
(4,) H);w ^ 
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Die Reihen (Qr die ersten und zweiten Differentlalquotienlen der Loga- 
rithmen der TbetaftinctioneQ sind hjernaeh 

(5.) . fOx = 2i2;; ^^^"^ 



smm 



sinm 



(6.) f = cota? -f- 2t2;^ 
(7.) f^=-i^a.^2i£^t}y^:i^^ 

^ ^ * smm 

Ferner * 

(9.) r^a?==4i^" scüs'lsx 
(10.; i qa; - + 
^ * cosaj" * 1 wnw 

(12.) = 

1 Sin fyt 

§. 82. 

Reihen für die Logaritlimen der Fanotioneu /x« ^a^, hx. 

Diese Reihen ergeben sich unmittelbar aus denen für die Loga- 
rithmen der Theta, wenn man die erste dei^selben von den drei Übrigen 
abzieht* Man erhält auf diese Weise aus (2.)— (1.) 

Ifx = l(gosm x) jainj^j K"" "~ ^* 2a; — 1 4- cos 2sx\. 

Setzt man hier x = in und zieht die erhaltene Ghsiehung von dieser 

ab, so bleibt, da fln — ~ ist und 

Ao 

co«2#aJ-(-l)* = (-l)'(co«f («-2sp)-l) = -2(-l)*8in(4«-aj)' 

(1.) ismy = li^^fx) ^ l^üx-i£^ 

Ganz auf dieselbe Weise erhält man aus (3.) — (1.), wenn man in 
dem Resultate setzt und die erhaltene Gleichang von der er- 

sten abzieht, 

(2.) /«OS, = = 4^ i^Fir) • 



124 Sechster Abschnitt. 

Endlich liefert die Differenz (4.) — (1.) die Formel 

(3.) U^-l—- -8^^ -(2.-l)(l~l*^0~ * 

Mau kann der Heihe (t.) auch eine aiHleie Form ^cheiu E& int 
„taUeh rar a, = 0 gleich (-^) ^(ili^J^) = 
also ibt aus (1.) für x = o 

Zieht man diese Gleichung von (1.) ab, so bleibt 

... , fx . nmg> , . . 9' sin*»' 

M;in kann der Ileihc lür //^- auch noch eine drille Fonu geben, wenn 
man von der Oleichuug in §. 10 ausgeht 

Niinini man von dieser Gleichung die Logarithmen und wcudel die 
Formel an 



l(l-^2«co8a:-|-a') = — 2^^' ~- cos aar, 
wo o der reihende Buchstabe ist, so findet man leicht 

(5.) /(✓Äsiuy) = lifx) = /(2^*8ina:)-i-2^;g^y ' 

Von den Gleichungen des 8.16 ausgehend gelangt man auf dieselbe 
Weise zu den Formeln 

(6.) /(|/^eosv) = <(^) = <(2^cos,)+2^^g'J^ 

(7.) <^p==>(*x)=4^; ^;g- ;)!;. 

Auch für l{gx) und l{hx) kann man anders gcstaliete Reihen erhalten. 
Zieht man nümlich in $.81 N. 1 von N. 3 ab, so bleibt 

(8.) / cos cp = ^ ^ = Icosx 4- 4^" -tttt » 

und wenn man N. 1 von 4 abzieht, so bleibt als Rest die Reihe 
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oder 

Für 9 = ist auch 9 ^77^ also 

(10.) ,(*.) = -8{^ + ^^ + ^^ + ...}. 
Aus (4.) wird fUr x = ^rt 

Nach f. 17 gellt in fiter, wenn man 9 mit —q Tertaiiseht, 
also geht nach $.51 N. 5' durch diese Vertauschong auch K in VK 
über, demnach ergiebt sieh auf diese Weise aus (1 1.) die Forni4>l 

? 

Keihen für die Quadrate der Functioneu /j', hx. 

Alis den Formeln (14.), (15.), (16.) des §.77 folgt sogleich, 
wenn man die Formeln (9.), (U.), (12.) in $.81 benutzt, 

(,.) (MVsin ^' = (to',io'ß< = Sii- = 162:" T'"f 
^ ^ \ n y ^ nn# -—^ smsn 1— g** 

(2.) (^)'co»q,' = = ii2r ^C^"»^*^ -(-')•) 

o Sfl^(eos2^a;— C-1)^) _ <fi ^ (-l)*^g'sin j?(j7i-a;)' 

- «*-*r — 13^1. - - *^-ö7 r=Y^ 

Für o; = 0 und y =3 0 wird aus (2.) 
und aus (3.) 

(^■) (fj-+s^rr#^ 
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§. 84. 

.Beihen Mr die miprokca Werthe der Fnnctioara f$ A. 

Diese Beihen ergeben sich unmitlettMr aus den Formeln (17.)i 
(18.),* (19.) des 1.77, wenn man (5.), (6.), (7.) und (10.), (H-)» 
(12.) aus S< 8 t benutzt Man erhSlt auf diese Weise 

v^) Siu^^ = ^ ^ +^-^1 — — ' 

für &; =s wird ff = ^n und f\n = -g^, also 

Zieht man diese Gleichung Ton der vorigen ab und wendet die For- 
mel (6.) in S.26 an, dann erh&lt man 

^^•^ vT/ = = coto'+iejs" ^ ^ » 

da man nämlich statt cos2sx auch (-l)'cos(?j — 2jv) schreiben kann. 
Vertauscht man in dieser Formel tß mit itr—x, so geht nach $. 23 

^ in — Über, also verwandelt diese Oi»eration die Formel (2.) in 

(3.) (^y..,'=w|;=.g.'+i6^7ti^£p5^i. 

Femer wird aus der Formel (t8.) in §. 77- 



(4.) (2**y_i^=<,,.^.j, 



Cosa:' ' ^1 1— a'* 

und (19.) ven^andelt sich in 

$. S5. 

Aus der Formel (2.) in $.79, welche für alle Theta gültig ist, 
lassen sieb unmittelbar nach den bisherigen Entwickelungen Reihen 
für die Quadrate der Differensialquotienten der Logarithmen der Tbela* 
fünctionen ableiten. Diese Reihen sind die Tolgenden: 
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0.) (f^.)'==.i6^: ^^(--;i;:;^^^^^ in^- 
(2.) (/'^x)' = cot««4-lG2;;^'-^^^^^ 

(3.) {Pdxy = tg^-+ie^- ("^^^^^^^^+^^"^ sin^- 

(4.) (f4.r^16^-m^ ^ 

§. 8fi. 

Von den bisiiei' enl\vi( kt Utii lleilicn gelangt man durch Difl'c- 
ronziircn niul Intpgriivn zu einer «rossen Zahl anderor, von dcntui 
jelzt einige der interessantesten dHrgeslellt werden sollen. 

nifferenzürt mau di« Gleklmng (4.) in §. b2 nach so gehl sie 
iihor in 

fx 1 cos >]£VI 

Ks ist aber nach N. 3 in S. 32 und vermöge der Formeln (3.) und 
(4.) in S. 2& 

^ ^ fa? fx f(if,iv) 

Benutzt man nun diese Formel und ersetzt in den voi-hcrgehenden v 
durch 2f, wodurch »ich ^ = in er^ = g* verwandelt and Öo* in 
0(o,2py = 0a ^0 Ubergeht, so gelangt man sogleich zu der Formel 

(2.) — cotg, = üo^o^ = colx-42,^ l+Y^ 

==cota:-2^'-i:^. 

i eosjft 

Nach N. \& in §.23 ist 

() ( \ n — X, V — ni ) fx 

^ f{^n—x,v — m) ~ gx 

Ersetzt man also in (2.) x durch ^n—x und v durch p—ni, wo- 
durch q.'m —q, sin2«x in (•'l)*sin2«e und, nach S* 18, 0o^o in 
6^000 Ubergeht, so verwandelt sich (2.) in 

(3.) — Igy = Oo^o^ = 1^x^42.^ vTf" 
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§. 87. 

MuUipliai't inaii N. 3 in 75 luil der Gleichung 
so ist das Product 

^ « cosm 
nnd das Integral dieser Gleichung 



da die lutegialionsconslanlc verscliwindct. Da sich die Function unter 
dem Summenzeicliun Tür * = 0 in a; vci wandelt, so ist also 
. . 1tq?Aw1x Iq^biwAx Iq^sm^x 

%. 88. 

Multipticirt man ebenso die Formeln (5.) und (2.) iti |. 76 mit 
derselben Gleidiung, so gelangt man zu den Gleichungen 

^ '* cos,(p -weos(ir f ,m) 
(2.) ^ y*" — t-'^--_=y'- - 

^ ' tili /-n ein / r- I fi/i V 



siii^ -ut, sia {x ^ svi) ^wm\ix^8(v — 7it)i) 
Die Integrale dieser Gleichung sind 

oder wenn man von den Logarithmen 2U den Zahlen Ubergeht ^ 

tgiy = Äi22^tg(ia;-hi*Ci'-.«i)i> 
Der Quotient der Formeln (2.) durch (3.) in $.17 giebl aber 



also ist 
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Für a; = Ü ist auch 9 ~ 0, daher wird die ConsUiiile J = 1, denn 
^In^^ iTi, da 0,x -- ti{in~ x). Für x = \n ibl aber auch 9 = ^n, 
daher wird auch 8=1 und man erhält ciidhch 

fx 

In r«l. 3 des %. 86 ist aber der Bruch ^ in eine Reibe entwickelt 

worden; wendet man die dort gegebene Formel auf iinsre beiden 
letzten Gleichungen an, so eibält man, wenn noch N. 6 in S* 25 und 
$. 18 benutzt wird, 

(5.) = 

(6.) ggCtgft,-4y) = lgft,-»,)+4^ ^r^iAn-x ) , 
Für x = ln isi aueh 9) = also nach (5.) 

Für a; = 0 ist auch y = 0, also nach (6.) 

Vertauscht man q mit —9, so gehen diese Reiben wechselseitig 
in einander über, was sich übrigens daraus ergiebt, dass nach 18 
N.4 ö(o,y) = ^(o,y—m) oder ^(o,>) = d(o,v— Tri) und q^r^. 

Vertauscht man x mit n—x, so geht (4.) nach % 23 tiber in 

f[{n-{x, lv-\m) __ <y(|a?, '\v--{n%) _ 1 _ , , , , x 

^ Wenn mau also diese Vertiüsdunu,' mit x vornimmt, so muss 
man dieselbe auch mit fp vorneliiiieii, also y durch n—tp ersetzen, 
um wieder eine richtige Gleichung zu erhalten, eine Wahrheit, die sich 
auch unmittelbar aus der Belraclitung des elHptischen Integrals erster 
GoSlong ergiebt. Diwch die angegebene Vertauschung geht also (5.) 
Uber m 

(9.) ^ coti-g, = cot4^ - 4 V"' i-^lp^lB. . 

Sehe Ubach, eUipütche Integrale. 9 
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8«oliBter Abschnitt. 
Die Summe vo« (5.) uim ^9.) liefert auf der Stelle 

(10.) ?.y-L- ^ _L +4^* ^"-'r^-^d^ = 

n smy sinar i 1 — «j-*-* [x 

Beuutzt man die Formeln 

und 

^Ü(o, j — Tii) — ^'"Gi{o,v)\ (i{o, v — Tri) = ö(o,i'), 
so geht die (10.), wenn man x durdi ^n^-x und v durch v^ni 
ersetzt, sogleich Uber in 

n cos9> gx cos» ' 1 

§. 89. 

Auch die reciprokeii Werthe der Thetafunctioneii lassen sich in 
Reihen entwickeln. FUr findet z. B. die Fonnel Statt: 

1 1 cosm 



= -irir 



^ ^0 -» m\i{x-\'9vi) 
und man kann hier, wie wir weiter unten zeigen werden, unmittelbar 
annehmen, es sei 

6^ sin(a?+'*^) 
Der GoeflBcient lasst sich dann dureh die Gleichung bestimmen: 

Nach §. 22 N. 0 ist aber 

Setzt man diesen Werth von (\x in den Ausdruck für ein, so hat 
mau den Werth des Bruches 

sin (x-\- svi) 

zu bestimmen, den er fUr — svi auoimuil. Da er unter der Fonii 
ersdieint, so ist sein wahrer Werth 

0 

cos(a; + «>'t) I 1 



Es wird also 

1 _ Mrq^' 
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folglich, wenn man für seinen Werth In die obige Gleiehung ein- 
führt. 

Befreit mta naeb den Vorsehriflen, welche in f. 73 gegeben sind, den 
Samnienausdruek von seinem iniaginilren Theile, so findet man 

(2.) ^--L.A. 4rina:r'- + 

Da (l'o =: Oo^o^o, 60 erhält man aus dieser Formel für x^^n, 
weil nach %, 22 6i\n = ^o ist, 

Venauseht man hier » mit 4*» also 9 mit gt, so ergtebt sich die Reihe 
(3.) |,a-=l+4^;LiIi^— 

Die Vergleichuiig dieser Formel mit N* 8 in 88 lehrt, dass 

___2 , 1 

i+g i+g'"*'i-hg* i+g*"*" " 

Ersetzt man in N. i das « durch x—\vi, so findet man mit Be> 
mtlKimg ?on (1.) in $.22 und einigen schon oft angewandten Trans- 



öic '**ü 1 — 2^'»+* cos 2x f 

Setzt man auch hier =s 0, benutzt N. 7 in |. 25 und schreibt dann 
%v statt so gelangt man zu der Formel 

(6.) ■ <i„' = 4i;(-J)-i±^,K"+«'. 

Auj> IS. 5 in §. 7(5 ergielil öicü lUr a; ö 



0 1 
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Nach ilieseii beiden Formeln ist also 




oder 



_l+9' „u^+^'\ 

Schreibt man in (2.) uod (4.) ^n—x Statt a;, so erhält man 
noch die beiden Fonueln 

^'•^ ^ ~" cosa»^^^^^'*'-^! l+2^«'co52a?+^'' 

Für jp = 0 und 2v statt p erhält man aus ,(8.) die Formel 
(9.) fl(4„)' = 2^(-l)-,«»+«'i^^. 

Der bessern Uebersicht wegen stellen wir die gewonnenen For- 
meln hier zuäanunen: 

^ dx '^-«sin(«+(«-^)w) ~~ '''^«l-2y'-+*cos2a?+^+» 

n ) ^=^- H>V ' ^^ + 4sin^^- (-t)v-^ni+9^-) 

^ ^a; ^-«sin(a;+Ä>'t) sin:c T^^ua^-ii 1 -2^'«cos2x-|-^ 

(7)^=^« (-^^^g" - ^ I ico3x>:- ^-^^^^^'"'^^^+^' ^> 

^ cos(as+*w)~cosar^ -^1 l-i-2g^*cos2« + g** 

^ -*-„cos(a?+(s-4)M) ^ ^'*al+2^«'+*cos2a;+9**+* 

Ueber die hier benutzte Entwickelungsweise ist zu bemerken, 
da ^ si»> nieht, wie die in §. 66 angewandte, auf der Formel beruht, 
welche etwa einen Bruch von der Form 

1 

sin (a ~ a;) siu(6 ~ x)siü(c—x) . . . 



rr.' 



Rciheueotwiokelaiigen. 1 33 

in eine Reihe von der Form 

^ I ^ I I • 

TrrTTi: — zr+rnm — — 



8in(a— a?) sin(6 — a:) s!n(c— a?) 
auflösen If'hrte, sondern da&s bie nur deswegen gelingt, weil man nach 
$.16 N. 4 setzen kann 

sina; ^ ^ n"' ^ 



%c 2g*(g%- qY^ii — 2q"' cos 2a; -f g** 

1 ' 17—2« A 

29*U%YJ * 2(cos2m— cos2af) cos 2m —cos 2a;' 
denn sdireibt man y statt cos 2a;, so hat man nur einen Bruch von 
der Form 

1 

(fl-jf)(6-y)(c-y)... 
in PartlalbrUche aufzulösen. 

Mau wOrde also in tinserem FaHe stalten 

ji* — ( sinag(cos2s»i — cos2a?) | 

' 'x—.fvi 



j 2sina;sin(a?-{-g>'0sin(3; — 5»»)^ 

~ i (-l)*g**e-'^^'^(a;-svi) \:c^yi 
_ 2smsvisin2svi _ ^(-i)«y*>-3^(i — y^)(l— g**) 

Es ergiebt sieb auf diese Weise 

' yosina; g, {-ly - g^')(l - 

^ ^ " 1^2<r«*co82«4-^ 

Diese Reihe ist aber nichts anderes als die Reihe (1.) in etwas 
veränderter Gestalt, wie man sogleich bemerken wird, wenn man die 
(1.) mit sina; multiplicirt, dann 1— cos2a; statt 2sia'a; schreibt, und 
beachtet, dass offenbar 

ist. 

|. 90. 

!Vlan erhält Reihen, welche nicht ohne practischen Werth sind 
und neue Vergleichungspuukte darbieten, wenn uiau aus der Gleichung 

/ V dz 
^ ^1 -ik'sin»' 
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die Amplitude q> in eine nach Polenzen von » geordnete Beibe entwickell. 
Um eine solche Entwickelang auszuflibren, verfilhrt man am bequem- 
sten auf folgende Weise: 

Man bezeichne das Differaiziiren nach u durdi Acoente, so ist 
nach Maclaurin 



U' „ . II» 



Nun ist 

Kill' (p ~ o ist auch m = o und daher = 1 , wenn bei der 
Wurzch.iis/n'hung das positive Zeidien vor der Wurzel gewählt wird. 
Das DiHerenUal der (2.) ist 

Setzt man aber lit bei- 2ff ~ ip^ irm bei dem weiteren Differen- 
ziiren zu grosse Zahlencoefficieaten zu vermeiden, so wird 

^^f'" — — cos^,^' 

p.^* =8in^.3^^"-fcos^(^*-.^") 

Y t^" = sin^(3^"»-f 4t//i//'" — +008^(6^'*^" — V'") 
1 

.Aus diesen Gleichungen folgert mau, wenn man wieder ^ durch tp 
ersetzt: 

V» — 0, «jp'o =1 

«jp^"»= 0, ilf»(644-912A«H-408ik*H-A») 



RcibenentwickeluDgen. I35 

also 

(3.) y = « - Ä«^ 4- (4 + Ä') |! - 6 -f 44 A'-l- k*)^ 

ml 

Aus dieser Reihe schliessi man ferner 
(4.) sin V = « - (1 + Ä') |j + (1 + 

--(l+l35V+135**+Ä')^+(l+1228*'+5478**-|-1228ikHÄ')-^!--- 

Zu (lieser letzten Reihe gelangt nmn setineller dircct auf folgendem 
Wege. Ersetzt man sin^ durcb x, hat man 

dz 

also 
und daher 

s;>" _|-(14-äV =6ä'xV 

x'"^ -{-(\'\-k')x" -=P>k\2xxf'-{-x'x") 

^Qk\2x"-{-&xx'x^'-\-x^x"') 
^vi _^^^_|4.»i.p>v =::Qki\2x*'x"-\-Qxx'''-\-Sxx'x''+xW'') 

II _^ ^ 1 4 Ä^jx' = I3A'( :mx'x'"-^20xV-\-20xxV+10xx'x'''-i.sW) 

+ 30a^V + 12 V). 
a-ix -|-(l+Ä>^"=6Ä\2l0ic" V"+2l0a;W^+140a;'a;""-|- 42a^ V 

+70xa;'V^+42a:ir"a:^4- 1 Axx'x'"-\-x'x''') 

Die Bcslinimung der Coefficienten der einzelnen Potenzen von u 
ist liier leieliter, da durch das Selzen von w = o etc. weit mehr Glie- 
der verschwinden als bei der vorigen Entwicklung. Mau lindet so 

1 



(^y= x" = (i -x')i^{-kW) = 1 - (1 ~\-e)x'i-k'x* 



^9 




0, 


x' 
(1 


II 




0, 


(» 






0, 


0 


<■ 




0, 


0 


0 




0, 


0 



also für s oder sin^ die unter iN. 4 angegebene Ueihe. 
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Es ist nicht ohne Interesse, dass man ans der Beilie (8.) ftlr tp 
sogleich eine andere fUr cos^ ableiten kann. Ersetzt man nXmKch in 

dem Integrale (1.) & durch und u durch ku, so möge dadurch q> 

m ^ übergehen, so dass 

(o. j iw = 1 , = oder i* = / — 



m' ....... .V u* . .V 



wird. Nach N. 3 ist also 
folglich 

(6-) fg=l-£ + (l + 4F)J,-(l + 'ii^4-16Ä*)^ + ... 

Settt man aber in dem Integrale N. 5 

sins s ktmif 

so wird 

dis rfy 

y*»— sin»' yi— jk'siny» 
Für SS o wird y = o und für 9 = ^ werde y ss so dass die 
Gleichung stattfindet 

(7.) 8in^s=ftsiD^ 
und das Integral (5.) sieb in 

/ •y dy 

vi'iwaudelt. Nacli dieser Gleichung ist nun 

und nach N. 5 ist, wenn man (6.) benutzt, 

sin ^* = siny» = *• cosy« 

also 

MH ROckaidit aof (6.) ist «bo 

(?.) eo5f = l-^+(l + 4*')|j-(l+44*'+i6*')|j' 
+(l + 408*'+912*«+64*')|j 
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Dass die Coefficienteii der Reihe für sin<jp in N. 4 symmelrisch 
gebildet sind, ei giebt sich aus dem Integrale (1.) direcl, wenn man k 

mit -j- vertauscht und dann ku statt u setzt, wodurch sich das Ipte- 

gral nicht Sndert, wie die soeben gelUbrte Rechnung beweist 

Die Reihe für sin g> kann man jetzt auch so entwiciteln, dass man 
(8.) differenzürl, wodurch sidi 

1 d'tp dg) 

sm^ — ^ . 

ergiebt, so dass man also die Heihe welche sicii aus (fi.) durch Dif- 
ferenziiren nach u ergiebt, nur durch das Differenzial der Keihe (3.) 
zu dividiren braucht, um die Heihe lUr sinr;p zu eritalten. 

Aus (3.) hat man sogleich die Reihe für Jq> = ^y nämlich 
(10). ^9 = 1- *'|| + A'(4 +44&' + **) -f - 



§. 91. 

Entwickelt man jetzt die Gleichungen (1.) imd (3.) in §. 75 nach 
Potenzen von jT, so erhJilt man Reihen, deren Cocfficienten sich mit 
den soeben unter N. 4 und N. 10 gelundenen vergleichen lassen. 
Man findet 

«o'siny = [(2*+«)*-(2«+l)'fJ+(2»+tj'f|-"j 

tiß'jf =4.£;i^|< -(2*)'f;+(2»rT! -(2')'f;+-i 

und die Vergleichung dieser Reihen mit denen in N. 4 und N. 10 
liefert, wenn man u durch seinen Werth u'Qo* ersetzt, unmittelbar die 

Gleichungen 
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Solcher Reihen Hessen sich durch die hier heiiutztc Methode oflfenhar 
noch eine sehr grosse Zahl aufstellen, wenn man auch die Übrigen 
bisher aufgefundenen Ileihcn nach Potenzen von x entwickelt, was jetzt 
keine weitere Schwierigkeilen darbietet. 



§. 92. 

Man vordankt Herrn C. 0. Meyer den sehr schönen Satz, dass, 
wenn man die Function 

sin<p"*c.os(p" Jq)'' 
(1 -fasin yT^' 

in welcher a nur von v abhängt, in eine Reihe verwandeiD kann, die 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x fortschreitet, sich 
auch eine solche Reihe für das Product 

angeben lässt. 

Dieser Salz, von dem wir später eine Anwendung machen wer- 
den, findet sich im 56slcn Bande des Borcliardtschen Journals, und 
lässt sich jetzt mit den bisher entwickelten Formeln sehr leicht be- 
weisen. 

Setzt man nXmIich 

und denkt sich a als Function von v, so ist 

a ,/ I \ 1 / . da . d(p\ 

ö ,/ 1 \ a da) 

öi'i-i) T"'"fW 

aisOj vermöge (1.) in $.80, 

2 . da n _ , , . 

= — sing>-7^ äö*coscp smcp. 

I» ^ dv u ^ ^ 

Muliipiicirt man nnn diese Gleichung mit f, die [2.), (3.), (4.) in §. 80 
entsprechend mit m, ti, r und addirt alle vier Producte, so erbalt man 

die Gleichung 
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oder 

(1.) f«r4J = J^+t/K, : 

WO 

I 

geartet worden ist. . ' 

Es ist aber 

und nach §.77 N. 14 
also 

, ~ (ÜP0X) = f ÄF-|2^ 4- ü(if'dx- (io*sfn y 
Die Summe dieser Gleichung und der N. 1 ist 

Das Integral hiervon ist 

(2.) um = yi 2-^ 4- l/(F+ P'0o - <io*siny«) | rfa?. 

In diesem Integrale sind entweder die Functionen von fp durch die 
Functionen fx, (fx, kx zu ersetzen oder dx durch seinen Werth * 

Beispiel. Es sei » = » = < = 0 und rs>l, also V^ Jtp 
und Ks —^o* sin 9*. Dann ist also 

fft»^9=yj2^4-^7>(röo~2^o*sin9)«)}aa?. 

Es war aber nach %, 75 3 . 



also 

_ * 3,« <ainwcos2»a? G!*o cos2<a; 

daher ist 

sin2«r 



^ J 09 qa" oosm' 2i|o"^-. 



<• «cosain 
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und 



f eosm 

Setzt man nun (a.) und (b.) und N. 12 aus §. 77 

^ . Ö"o Q"o 

io N. 2 ein, so wird, da die Const^nte der Integration verschwindet, 
Schafft man dann das ImaginMre fort, so erhält man endlich 



f. 93. 

Die £ntwickeloQg der Thetaftinctionen nach Potenxen von x. 

Vorbereitang. 

Multiplicirt man die Formeln (14.), (15.) und (16.) in §.77 mit 
dx und integrirt dann von x = 0 bis x = ^n, SO ergiebl sich, weil 
tdo und P0l7t = l%o verschwinden: 



0 

Ersetzt man hier 

djp, f«, ^« Ad? 
durch ihre in S- M unter (13.), (14.), (15.), (16.) gegebenen Wertlie 

-J^, £sing>, ^cos9, Wy, 
schreibt 4ann X statt k\ also ^-r — l und ^-r = 1— X« dividirt 



Bdihene&twiokeloagen. 

ferner die so verwaiidclU-n Gleicluini^t u i ulsprecheiul durch Oo\ Qo*, 
^o* und diffcrcnziirt sclilicsslich bride Seile« derselben nach A, so 
nehmen Me iulj^oude Gestalt an: 



0 



Die Difterciiziale auf der linken Seite lassen sich nun zienihch 
leicht entwickeln. Es ist nämlich 



also 



Asia^' = l-^^' und 



Daher ist 

Benutzt man hier die Gleichungen (14.) und (23.) in §. 77, so ver- 
rnndelt man die rechte Seile dieser Gleichung leicht in 

Da aber 
o 

so erhalt man aus (4.) die Formel 

2Ö0' ~ ÖA V"^/* 

Ganz auf dieselbe Weise findet man aus den Gleichungen (5,) und 
(6.) noch die Formeln 
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Es ist aber mcii l'J welclie Fonnel für allf vier Tbeta gilt, 

also, wenn man die leUtere von der efstaren subtrohirt und (13.) 
in |. 77 benutzt 



oder 



k ^ 4 

■a; — T^" 



und. 

• Sl^-Uo'B, -^ör. 

Mit Hülfe dieses Werlhes von ök verwandeil man die Formeln (7.)« 
(8.)» (9.)» wenn nodi 

gesetzt wird, in 

Be^eidiuel uiuii nun 

l"Oo-^A, l'%o^B, V%o=^C, 
so wird nach §. 79 (11.), welche Formel für alle Tbeta gilt, 

und wenn man 



setzt, so wird nach (11.) 
(.6.) 

Es ist aber 

|2.^84o*«o*(B-hC), 



fieihttnetttwickelaiigMi. 



t43 



und nach (U.)« (12.) und (13.) in §. 77: 



(17.) 

f«lglicb 

also 
(18.) 

Ferner 'ist 
db 



= SaA—ab, 

du 



also 

(19.) 



= 16(«o*+Qo*)ii-2V^o*)= 16(46il-a); 



ob 



du 



= 46i4-16a. 



Mit Hülfe der drei Koriiieiii (10.), (18.), (19. ) kann iiirni iiim :ifis (14.) 
die nach /u genoniiiieiieu liöüei'üu AblcituugtiU der FuiicUouen Oo, G^o, 
sSmiutlick entwickeli). 

Die Entwickclungen. 

Nach diesen Vui'bereitungen lassen sich nun die Enlwickcluugcii 
der Thetatiinetionen nach steigeudeu Poteozeu VOU X ausführeu. 
FUi> alle Theta ist 

ddx ^n^x d^ö'x 



also 
und 

= 0, 

Man hat also nacti Maclaurin die folgenden vier Reihen: 



<?o =0, 



(211+1) 

<?o =0, 



b =0. 



dijo X- ö'^o x^ 



«0 +i^.^4-_. 
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ßescitäfügeii wir uns züiiiichsl iiiit der ersleu dieser Furinelii, so 
wUnle die ganze Arbeil nur darin bestehen, die höheren nach fi ge- 
nommenen Ableitungen \ou Oo in bestimmen, was mit Hülfe der 
Furiueln 

(1.) V*$o^A, ^ = Ado, 2^0*^0* = «, 4(<2o*-f^o*) = * 
und 

(2.) ^=2^--«. -|- = 8<U-«6. -|:=4M-16. , 

geschehen kann. 

Man findet durch sie 

= t^o{1054*-210aii' + 28ai>A-a'— oft»}, 

^ = aa|945il»-3150oil*H-630aftil'-45(a»+flfc«)il+6«'64-<rf»*J. 

Das Auffallende bei diesen Formeln ist, dass die GoefBcienten der 
verschiedenen Potenzen von Ä, abgesehen von den Vorzahlen, die- 
selben bleiben, nfitnlicb 

1, 0, «, oft, a*-i-<i6, 6a»6+a6», 51<|*+15aV+a6*, 

Die ^'othwendigkeit dieser Erscheinung lässt sich nachweisen, "wie 
Jacübi in einer Abhandlung über diesen Gej^enstand im 54. Bande 
des Borchardtscheu Journals getlian hat. Aber wir unissen, aus Mangel 
an Uuum, den Leser auf diese schöne aus dem Nachlass Jacobi's 
gesammelte Arbeit selbt verweisen. 

Auf dieser Erscheinung beruht es nun auch, dass, wenn man die 
Reihe für 6x nach den erwähnten Coefficienten ordnet, sich der Factor 
eM-v' absondern lässt, so dass man für dx folgende Reibenentwickelung 
erhSU 

(3.) dsB = 

e?oe*^-* {l- ^ + ^ - jr H- (ß«'* + Ii? 
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§. 95. 

Nach (12.) und (14.) in §. 93 ist ' 
ivenn man 

(1.) 2^o*<|o* = a 

setzt Es wird dann 

Setzt man also 

(2.) -4(<?o*+<3<»*) = *, 

50 erhttlt man 

da 

-TT—' = Saß — ab 

Oft 

und 

16(ÖoM + ^o*C) = -16(^0*^ 4- ^o*B + Wo' ^0*) 

= 46Ä-löa. 
dB da db 

Die drei iOr gefundenen AusdrQeke sind aber mit 

den in §. 94 unter N. 1 und N. 2 erlialtenen identisch, wenn man B 
mit A vertauscht. Daher gewinnt man aus (3.) in §. 94 sogleich die 
EntWickelung für (^x, wenn man nur B statt A schffeibt und für a 
und b die hier unter (1.) und (2.) gegebenen Werihe substiiuirt. 
Ebenso findet man 

wenn man 

(3.) 2do*^o\=a 
setzt. Und hieraas wird 
Sa 

^=Sdo*6io\A-\-B) = S6o*^o\2C-{-6i(}'-Oo'). 

Setzt man nun 
(4.) 4(^o*-Öo*) = 6, 

so erbSlt man 

^ = iQ{Ao*B-eo'A) = 16 (^o^C-^o*C- 2^/0* ^jo*) 

— 16a. 

Sehellbaeh, «Ulpdidia lol«grata. 10 
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Auch hier sind die Ausdrücke fUr "^i^ "^T ^'"'^ dieselben, 

wie die unter N. 1 und N, 2 in §.94, wenu nuin I mit T vei lauscliL. 

Die unter N. 3 aiif^H'fiilirtt' Kiilwickelung t'iir Ox yiii also lür die 
drei Functionen Ox, ^x, (ijc, >venn man nacli der Reiiic annimmt: 



6o ' 



§. 96. 

Um 6lx in der verlangten Wo'm entwickeln zu können, muss man 
sich die liHbt ren Ableitungen von ßfo nach (i verschaiTen. £s ist aber 
nach 32 N. 1 

= -^'Ootiolio =^ Oü dü (ioui-\-B-\- C) 
= ^'o(3il-^o*-Qo*} 

Setzt man nun 

so erhält man drei verschiedene Ausgangspunkte tür die Entwickelung 
Ton ^ „ , nSralich 

Benutzt man den ersten, so findet man mil*BUcksiclU aul die 
Formeln in $.94, nach welchen ß=^ib ist, 

wo a den Werlh 2(^0* Cio* hat, wie in §. 94. 



EeihenMtwiokelangen. ]47 

Setzt mau diese Wertlie in die Reihe für (^x ein, so Jässl sich 
wieder der Factor e^^"^* absondern, und man findet : 

Benutzt man die beldt n nwdv.vn Ausgangsfornieln lUr ^ , so ge- 
langt man noch zu zwei andern Entwickeliutgen, deren Darstellang wir 
aber dem Leser überlassen müssen. 



liiebenter Absclinitt* 

DarstelluDg von a-\-bi durch die Functionen 

f> 9> h. 

S. 97. 

Wir kehren zunächst zu §. 34 zurück, wo gezeigt wurde, wie 
man aus der Gleichung 

^/'(*+y») = «ö(g»-l-V*) 

durch die F'onneln 

.6^ = ^ und. ^^M- 



die Winkel (p und ^ aus den Functionen f(x,v), 9{^>v)y k{x,v) 
und f(j^, 1^), g(s^, i^), Ä(jf', »*) bestimmen kann. 

Einen grosseren AulVand von Rechnung erfordert die Bestimmung 
dieser sechs Functionen aus den Winkeln und \p. Wir wollen 
hier bei der Ausführuttg dieser Rechnung statt der dort gebrauchten 
Beidebiungen uns lieber der folgenden bedienen: 
(1.) a>-]-yi =s; x—yi = t 

(2.) q)-{-xlfi = a; (p--\p%~% 

also 

(3.) fs = ik9mai tf* = |/-^cosa; lu^-^^Ja 

(4.) p=«f^*sin»; s< = |/yCO«r; Ä*=i-A. 

10 • 
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Nach % 26 finden die Formeln statt: 

(5.) /if -}-A'/*^ = 1; f-^^k'(/ = k; h'-kg'=k' 

(6.) äTH kir- = 1 ; D k<r = kf; h'*-k!g" = k, 
und nach N. 8 in 34 war bieriiaeli 

(7.) r(l-fA') = ^|i=^' 

(8.) V (1 -*/.") = -^^'- 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich h und h* als die Wurzeln 
einer quadratischen Gldchung. Die Quadratwurzel, welche bei der 
Auflösung erscheint, Ulsst sich mit HQlfe der hier gebrauditen Bezeich- 
nung in ein Product .zerlegen. Da diese Zerlegung nicht immer beim 
ersten Versuche gelingt, und es am bequemsten ist zu bestimmen 
und nidit k\ so wollen wir sie hier ausführen. 

Aus den Gleichungen (7.) und (S.) erhält man sogleich 

1 — casacosT | (ä'— Ä'^isinasinr 

Setzt man nun den Werth von k'h* in (7.) ein, und bezeichnet 
2i!reo8i^t^Ä" duj*ch so wird 

28(14-^^ sin asinv) — —k* (sin a -f- sinv)' 

t 

und aus diesen Gleichungen ergiebt sieh leicht 

W f^ilf^^) - 2*cosVX* 

Die Gleichung (7.) lielcrt dann: 

Dass das negative Zeichen vor der Wurzelgrösse in der letzten Glei- 
chung gewühlt wird, ist deswegen nöthig, damit fx, fUr — 0, yeiL 

schwindct. 

Der bequemen Uebersicht wegen steilen wir die Werthr, welche 
i>W\\ jetzt sehr leicht für die Functionen f, g, h, g\ h' ergeben, 
in Folgendem zusammen, wobei wir uns noch der Bemchnung 

dl /'^' dX 

u * o 
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bedienen wollen. 

^, V, ...» \-\-kfsff - h'hsht 

(12.) {9i:c, .y = * «.sr = + 

... ) . . X« kgsQt — k'~h$ht 

(13.) W,»)'=4-c«5^ ° 2*cosV>i^ 

£rsM man hier a and v dureh ihre Werttte, so kann man also die 
Functioned h und f , 9\ durch die Winkel (f und ^ ausdrucken. 

§. 98. 

Die in) letzten Paragra))hcn getuhiteii Ivechnungen lassen sich 
jetzt auch auf einem bequemeren Wcfze ausliilircn. 
In §. 34 ergaben sich unter S die Formeln 

('^ ^*'=^' «'=^' ^r^-i-g^i. 

Benutzt man nun die Formeln (5.) und (6.) in S. 97, so lassen sich 
dieee Producte auf folgende Weise auflösen. 

Vr = Q'!-\-kg''){k'-kg'') = Ä'v hMy-/fÄ-V''-A-'^V' 

= ik"-f f ) ~-k{h"^ k) - k'g Y' 

.Es ist also 

(2.) *(A"H- n= 1 - *'f (t - ^^y 

Ganz auf dieselbe Weise, odei* dureh Vertausdiung von v mit y' und 
a; mit erhXlt man 

(3.) Ä'(AM n - 1 - + i - i/V')- 

Benutzt man die Formeln (1.) für diese Gleichungen, so tinUet man 
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und wenn man die Gleichung 

2U dieser Gleichung addirt und sie ^-on ihr absieht und dann die 
Quadratwurzel auszieht, so eriittU man die beiden Formeln 



(4,) y*(&'-hf) = /( J^ + *«ny) -A'cosy'tgV^' 

(5.) Mh'-n - /(c^-'*sin9»y--*'cosy'tgV«*. 

Aus N. 3 ergiebt sich auf Xhnliche Weise 

(6-) ^k'{h + /) = ^ |/(*'co5V*-ismi/;i)'+Ä'cosV 

(7.) Vhf(h-r) = ^y'(it'cosV*»+ tsin A'cos^p« 

Die Summen und Differenzen dieser vier Gleichungen liefern die Func- 
tionen h und h' auf eine leichtere Weise als dies vorher geschah, 
nin'i CS war nicht ganz leicht, ohne die vorangelionilen lUichnungen, auf 
die Gleichungen (2.) und (3.) zu kommen, aus denen die einfacheren 
Ausdrücke hervorgingen. 

$.99. 

Mit HUlfe der letzten Formeln ist es leicht, jede complexe Gritese 
a-^-bi durch eine der Functionen f oder g oder h auszudrucken, das 
heisst z. B. aus der Gleichung 
(l.) a^bi=^f(w+fi,v) 
in welcher das Element y einen willkttrlicben Werth hat, die Grossen 
X imd y durch a und fr berechnen zu künnen. Denn setzt man 
naeb f. 97 

(2.) «-f fr»= i/Äsin(9)-f V'») 

also 

(3.) tt— W = /*sin(9) — 1/;») 

so wwd für ^ = — X' 

f k -j- a 4- ^ = y'^' ^^"^ h(y. V^O' f — a — bi — 2 /fr sin | (x — ipi f 
4- a - fr» = 2 cos ^(x 4- rpiy ; /Ä - a + fri = 2 i/Äsin i(x + V'O' 
und aus diesen Gleichungen folgt sogleich 



y(/*+«)*+fr' = ✓&(8ing)4-C05^t) 

a)'4-fr' = Cw>ß j — sin y) 



D«ntellQ]ig TOD «-ffrt darch die Functionen f, g, h. 
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also - 

(4.) Uküiap = ) /(yfe-f «rHr^ - \{Vk-af^^b 

(5.) 2 ✓icosv/i = |V*4-«J'+ y(»^if-a)*+6'. 

Aus (2.) liat man aber 

a = I^JksiaipoosVn und 6t i^Acos^eini^i* 
Setot man diese Werthe in (4.) und (5.) d es 98 ein, so erh Mt man 

~fir^ h " H-a)'+6'4-y(Ä*-«)'+^' 
Diese Formeln liefern also die Winitel | und tf durch a, 6 und das 
willkarlicfa angenommene ft, aus denen man dann mit üUlfe der 
Gleichungen 

die Grossen x und f findet. 

Wie man, ohne die Integrale (8.) «u benutzen, das « und y be- 
rechnen kann, ist im vierten Abschnitt gezeigt voiden. 

§. 100. 

Die 80 eben gelöste Aufgabe, welche bei der Berechnung der 
elliptischen Integrale diilter Gattung ihre Anwendung findet, ist von 
vers( hiedeiiea Mathematikern auf verschiedene Weise behandelt worden. 
Um eine andere Darstellung kennen zu lehren, entlehnen wir das Fol- 
gende dem Werke des Herrn Dr. Durege Ober die Theorie der ellip- 
tischen Functionen. 

Wenn ein elliptisches Integral dritter Gattung mit imaginärem 
Parameter zur Bereciimmg vorgelegt ist, also der Werth von 

d(p 

gefunden werden soll so kann. man in folgender Weise verfahren. 
Man setze . . . . « . , 

also 

(1.) a-\-ßi=-kfia-^btf = k'-m{a'{-biy=i-k'h{a-\rbiy 
und 

(2.) a-ßi=^i-k'h{a-biy 
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Nim ml man nmi an 

(3.) |//r&'(;(a + 6,:j=.^'e^'/ ^Iso (4.) v'ÄPj;(o-6») = 

50 lassen sich die Grossen q\ A, l\ l" durch folgende Glei- 
chung aus (1.) und (2.) bestimmen: 

o — /Jt = ^" «2-1'« 
Aus dieser Gleiehung cigiebt sidi 

Wendet man nun die Formeln (1.), (2.), (3.) in §. 30 an. Indem man 
a» = a^ßi und y^a—ßi annimmt, so erhilt man, da go = ]/^ 



und ho = 'j=r ist 



H — q 



/•(2W) = oy*ee'g"^i"a-.t'-Z") j(2b;v') 

(7.) -(2W) = l/-*-.?HVr___l_ 



Ist nun 




DwBtellung von it-^-bi dttceh die Fanetionen fy y, h. i;)3 



(8.) r ^ 'v^' 

80 ist 

^(2a) r= i^Äsiny; ^(2a) = ^^cosy; A(2a) =yj-^y. 

also 

Ist ferner 

(10.) /t-^^, = 2i'«(<,. = 26«(o, v)' 

VI — Ä' Sin CD 



so wird 



also 



(11.) 8illy'=^,^|^sm(i-i'-n 



Setzt nwn 



80 Terwandelt man die Fonneln (9.) und (11.) leicht in 
(12.) t^r = tg2aco8(2- i'-- A»), 

(13.) sin / ss= sin 2d 810 (i - ~ Jl**). 

Durch diese Formeln iwuUl man die Winkel y und / und dann 
aus (8.) und (10.) die Winkel a und 6, mit deren lluilc man nach 
N. 1 in §. 1;>U das vorgelegte Integral berechnen kann, indem man 
dort nur a ~\-bi statt a zu schreiben und die reellen und imaginären 
Theile zu sondern hat. 

$. 101. 

Die vorhergehenden Faragrapben haben uns in den Stand gesetzt, 
wenn in der Differentialgleichung 

a und M complexe Grössen sind, oder 

(r:^9+^t und $=x+ffi 
ist, aus den gegebenen ^ und ^ die Unbekannten s md y berechnen 
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zu können. Oder was dasselbe ist, wir ktfnnen die deichuDg 

für X und y auflösen. 

Benutzen wir die bekannten Bezeichnungen 
(3,) x^io,py = ^^(o,vy 

(4.j y«(o,v)» = y'«(o,iO* 

so ist {2.) nichts anderes als 

n9 + v^*> *) = + *) = + 

oder 

/• r dX , f äi. 

und in dieser Gleichung lassen sich also die Grenzen ^ und jj' aus 
y und 1// durch die Formeln des §. 97 oder §. 98 angeben. 
Für 9 = 0 isl euch | = 0, also 

/• dX . /* dl 
(6.) F(Vri,*) = il^W,A') JlliJJc)=y7{^ 

In diesem Falle wird 

a = itp — —1, 
also nach N. 10 und N. 9 in |. 97 



und 



oder 



.lnr= '"l''°''.T^ =»; daher 1 = 0 



Darstelluog von n-^ bi durch die Functionen g, h. 
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Saut man 

av = tgy, 

so wird aus der xweiten dieser GleicbuBgen 

cosi;' — S!n2y 

und durch diese Gleichung wird das ij' gefunden, welches die Glei- 
chung (6.) befriedigt. In dies(^m einfachsten Kalle, wo ip = 0 ist, 
findet man die Formeln (7.) unniittelbnr aus N. 8 in §.34. 
Niinint man als zweites Beispiel tp = an, so wird 
siD^=l, also ^ = ^fr 

und 

(8.) J(if, V) = -V oder auch sintf = Zzl^ ^ - ' 
' ^ cos^t ' kr 



Es ist also 



oder 



A'cos2/ 



Achter Abschnitt. 

üeber die Haupteigenschaften der elliptischen In- 
tegrale der drei verschiedenen Gattungen. 

«. 102. 

Wenn man sich in das Wesen und die Bedeutung' eines hac^rals 
eine deutUehe Einsiebt verschaflfen will, so nmss man '^-du-/. l)esonders 
maeiianisebe Probleme atudiren, weil bei ühumi die Vorstellungen von 
Raom und Zeit, Kraft und Geschwindigkeit zugleich zu klaren Begriffen 
erhoben werden nlOsaen. Eins der einfachsten dieser Probleme, die 
Bewepungsweise eines mathematischen Pendels zu oimiltelii, ist z. B. 
ganz geschickt, die Natur eines elliptischen Integrals ei*stcr Gattung 
weiter aufzuklären. ^^'^ schicken die Lösung dieser Anli^abc als Ein- 
leitung voraus, um später unsere Dajstellung au bestiuuulere Vor- 
stellungen knüpfen zu können. 
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In der Fi^-Ui sei GO = l der 
Radius des Kreises, und bezeichne 
die Richtung der Schwerkraft g, 
welche aiii das Atom C einwirkt, 
das stets durch den WidersUmd 
eines Fadens oder Stabes OC ge- 
hemmt wird, die Kreislinie GDEF 
zu verlassen. Befindet sich nun 
<las Atom, wenn / Seeiinden ver- 
flossen siud , seitdem man seine 
Bewegung m deiii Kreise beob- 
achtete, in dem Kndpiinktc C des 
Bogeitö GC = lyj, so ist 

die Differentialgleichung, deren Integnttion die Bewegtmgsweise des 
Atoms kennen lehrt 

Ein erstes Integral dieser Gleichung ist: 

Ks 18t die Winkelgeschwindigkeit des i»uuktes C zur Zeit /. Be- 

zeichnen wir nun diese Geschwindigkeit, wenn das Atom um den 
Winiiel GOA = a vom tieften Punkte G entfernt ist, mit a, so wird: 

'>(/ 

tt»' = —j- cos a-i-C, 

also 

— to*—^-{tosa — tobxfj) == w'-f y(sinia'— sin^t/>'). 

Die absolute Geschiwindigkeit des Atoms im Punkte Ä ist ko, und 
wenn man diese Geschwindigkeit durch die zugehörige Fallhtthe h aus- 
druckt, 60 ist: 

also 

wenn man sich das Vorzeichen m dem Wurzelzeichen mit einbegriffen 
denkt. 
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Naeh der letzten Oletehung ist nun die Bewe^imgsweise des Pen- 
deis eine ganz verschiedene, je nachdem -^-{-sin^a* grösser oder 
kleiner als 1 ist Denn im ersten Falle, wo 

— + sin^o! > 1 oder Ä> l-|-/cosa oder h^EH, 

also die Geschwindigkeit im Punkte A grosser ist als die, welche ein 
schwerer Punkt erlangt, der von E bis E geMlen ist, in diesem Falle 
kann die Geschwindigkeit des Pendels für keinen Werth des Winkels 
ift SU Nun werden, also muss das Atom stets in derselben Richtung 
im Kreise, fortschreiten und ihn unaufhörlich durchlaufen. In diesem 
F^lle kann man nun 

& . , 1 
2|--r-sinia =p- 

setzen, wo ft<: 1 ist, und eihält so aus (4.), wenn man noch 
mit 9 vertausdit und 

in- 

setzt, 

(6.) ^ = l/i-V'^9''=^9' 

Nehmen wir die Wurzel positiv, so drücken wir damit aus, dass das 
Atom von A naeh C hin fortschreitet. Wäre, in einem GrenzfaJle, k 
genau gleich 1, so ergäbe sich ans (5.) 

u = hz{\7i -\- \(p) /ig(lfr-f-|i//), 
so dass also u oder { unendüch gross werden nifisste, ehe 'ip za n 
anwachsen oder das Atom den höchsten Punkt E des Kreises er- 
reichen könnte. 

Nach §. 35 ist nun jede von den r.ici» huiigen (7.), (8.), (9.), 
wenn noch eine Integrationsconstante hituugeiügt wird, z. B, die letzte: 
(6.) ^hhx==Jq^^C, 
in welcher 

'2K 2kK \ l 

ist, ein Integral der Differentialgleichung (5.). Die Constante ist aber 

1 • 
hier gleich Null, da, für «ps 0, ho = , also auch = 0 ist. Es 

ist also die Winkelgeschwindigkeit 



dip _ '2dg) _ 2 /gf dq> 
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unmittelbar durch die Gleichung gegeben; 

^ dl ~ k\ l 1 - 2q cos 2x + 2g^os 4x — 2g* cos bar -j-" • • • 

ans der sich aber auc)i sogleicli der Winkel <p oder ^t// durch o; oder 
die Zeit t berechnen lässl, sobald man nur die Grössen q imd K 
kennt. Diese Grössen sind abci' durch die Clcichung (6.) in $.43 

in welcher 

Vh' ~ coüß und ^ = i tg i/?* 
ist, und durch die Gleich img 

= ^^Qo' .-- }^7i{i \ 2q \ 2^* 4- 2g» -}-...)• 
hcsliiuiiil. Diese Ict/tc Gleichung kann aber auch ganz bequem durch 
eine der bcicit^ mii^etheillen Hechn«u)gsvorschririen, z. B. die des §. 56, 
ersetzt werden. 

Im zweiten 1 all, in welchem die Anl'angsgesctiwindigkcil des Pcu- 
dels nur so gross ist, dass 

bleibt, kann man 

-\- sin ia" = it' = sin a" 
setzen und erhllll aus (4.) die Winkelgeschwindigkeit 

für 

(9.) sin =5* sin y 



ergiebt sich aus dieser Gleichung, da //q) — y\ — k*m\ = cos { tp, 
also 

(11.) ^ = ^9. 

wenn man 

setzt Ganz wie vorher ist nun 
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oder 

^ 1 -f- 2g cos 2a? + 2q* cos 4 a; -f 2 g* cos 6a; -j , ^ 

das Integral der Gleichang (11.), zu dessea voHsUindiger Berechnung 
man ebenfalls noch der Grössen q und K bedarf. Wenn man in (8.) 
das Zeichen der Wursel positiv nimmt, so ist damit ausgedrückt, dass 
der Punkt A eine solche Anfangsgeschwindigkeit erhalten hat, dass er 
Anfangs in der Bewegung von A nach C begriffen ist Sobald der 
Winkel tff, welcher mit der GrOase a beginnt, so weit gewachsen ist, 
dass sinj^ — Assince' geworden ist, wird die Geschwindigkeit des 
Pendels, vermlKge (8.), gleidh Mull, und das Zeidien der Wurzel muss 
umgekehrt werden. Die Geschwindigkeit der Schwingung witcfast nun 
wieder nach der entgegengesetiten Seite, denn die Grösse des Win- 
kels rff, weldier durch die Gldchung (9.) von der Grösse des Winkels 
9 abhangig gemacht worden ist, nimmt wieder ab, wenn 9 bis iis 
gewachsen Ist und nun ununterbrochen zu wachsen fortAhrt Sobald 
^ = n geworden ist, verschwindet ^, um negativ zu werden und auf 
der linken Seite der Senkrechten OG wieder bis zu wachsen und 
so fortschreitend eine unendliche Zahl gleicher Schwingungen zu wie« 
derholen. Wir wollen die hier angedeuteten Rechnungen in zwei ganz 
t>estimmten FVlUn durchfuhren. 

8- 103. 

Für den ersten Fall, in welchen» das Pendel stetig den Kreis 
durctiiaiiti, >vulkm wir annehmen, der Radius sei 1 Meter lang und 
das Atom habe, als es sich im tiefsten Punkte G des Kreises belaml, 
eine horizontale Anfangsgeschwindigkeit von 7 Metern erhalten, \ ei- 
nböge deren es von G über Ä nach E aufsteij^en und seiiH' RewcjL'iiii;; 
in diesem Sinne lortselzeu wird. Man verlangt nun zu wissen, wo 
sich das Atom nach Verlauf t iner Stunde befindet. 

In diesem Falle ist a = 0; y = 9,81 izsl"»«'- also wenn 
man k — sina' setzt: 

k=^~ = ^]^J^= ^ }/931 ^ sin 63«29'36",49 = sin 

logÄ = 9,951 7665, 

ferner ist _ 

= ^cösi^ = eosß, also /? = 48M'57",87 
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und es reichen zwei Glieder der Reihe (6.) in $.43 hin, um g 
auf 7 Decimalen genau zu erhalten. Man findet: 

logg := 8,9979061 q = 0,0995 1902 
4Iogg s= 5,991 6244 q* = 0,0000980899 

und 

IT = i7r(l,19923421)* 2,259059 
logir= 0,3559277. 

Mau luuäb Hüll aus der Formel 

n.t Ig 
^^W.h I T 

durch Einsetzen von t = 3600" den Winkel 2a; bereciiueu. Es er- 
sieht sich 

2a; = 2jf.2788,771 = 2788, 360« + 277*34' 
ein Werth der aber noch eine Unsicherheit von zwei bis drei mnuten 
enOiMlt, da k und IT nur bis auf 7 Dedmalen berechnet worden sind. 

Um nun noch den Winkel ^ zu erhalten, braucht man nicht die 
Gleichung (7.) zu benutzen, sondern kann sich der Gleicfauu^^ (1.) in 
$.87 bedienen, nach welcher 2qp oder 

^ = 2a; + 4qsin2a?-t-2g^sin4a?— (^^^)' , 

da offenbar, wegen der Ungenaoigkeit des Winkels die höhereu 
Potenzen yon q in der Beihe keine Bedeutung mehr haben. Man 
findet durch diese Formel leicht: 

Vr = 2788.360*+ 252M7'. 
Das Pendel hat also von Q Ober A hin auftteigend 2788 ganze Um- 
läufe gemacht und noch 252*17' zurückgelegt Seine Geschwindigkeit 
9 in jedem Punkte seiner Bahn ergiebt sich aus der Formel (4.), wenn 
man die Geschwindigkeit im tiefsten Punkte G durch o' bezeichnet, 
durch die Gleichung: 

wenn man die Geschwindigkeit fOr einen gegebenen Punkt, oder aus 
der Formel 

ho 

wenn man sie für einen gegebenen Zeitmoment berechnen will. 

ft. 104. 

Als Beispiel (Ur den zweiten Fall, in welchem das Pendel bloss 
osdUatorisehe Bewegungen macht, wählen wir die Beredinung der 
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(1.) Y-f = 



Schwingungsweise unseres Pendels, wenn es in die horizontale Lage 
OD gebnebt and dann der Efnwirknng der Sdnvere Uberlassen worden 
ist, ohne bereits eme Anfangsgeschwindigkeit erhalten zu haben. Hier 
ist wieder Isssi; A=o, a = Inr, also k s= sm\n = daher 
log« =s 8,6356236 und nach $. 73, K = y^2.1,3110287 = 1,8540745. 

Da das Pendel jetzt von D nach G hin fällt, so ist die Quadrat- 
wurzel in (11.) mit negativem Zeichen zu nehmen und man erhttlt als 
integral der Differentialgleichung 

du 

die folgende Gleichung 
wahrend 

n 

Da ftir f = o auch x == o und xp= hn, so hat man zur Bestimmung 

1 

der Gonstanten, wegen ho = -rr, und k = = 

\=C-kf 

also 

(2.) 14- V— cos 4 ü; = ^k'hx = /A' ^ ^ — t-^a 3 — — — 

^ ^ ^ 2v f l--2gcos2a?+2g*cos4aj— ... 

Für x = ^n ist 

1 ^.jk'—cosiV = V«K\n) = = jfc' 
also \p = Oy daher erhSlt man aus (1.) für x = ^fj[ die Zeit 

I = ifj/y =: 1,8540740 =z 0,5919604 

welche das Pendel gebraucht, um von D bis zum tiel'steii Punkte G 
zu gelangen. Die Zeit einer unendlich Jdeinen halben Schwingung 
wUrde nur 

I = = 1,57079 j/y = 0,5015167 

Secunden betragen haben. 

Will man auch in diesem Falle berechnen, wo sich das Pendel 
nach einer Stunde befindet, so muss man mit der Zeit einer ganzen 
Schwingung, welche 1,1839208 Secunden beträgt, in 3600" dividiren 
und fmdet so, dass das Pendel in dieser Zeit 3040 ganze Schwingun- 
gen gemacht hat und noch 0,8S08 Secunden lang sich bewegen muss, 
ehe die vorgeschriebene Zeit verflossen ist. Um den in dieser Zeit 

Sehe Ubach, elliptische Imegrale. 11 
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durchlaufenen Winkel su berechnen, sucht man sunSchst aus (1.) 
2a? = 0,8808 Y = 4,674493 = 267M9'43". 

Daher ist cos2iD = — sin2MO'i7" untl da <l;is Glied, woh hos (/* ent- 
liäll, keinen Einfluss mehr ausübt, so findt t man aus (2.; adn' schueü 

cos = 0,871099, also +i^ = 58Ml'. 

Da aber das Pendel in 0,5919 Seeunden schon von D bis G gesuft« 
ken ist, so ist hier für der negative Wertti zu iiehinen, so dass 
also das Pendel in Zeit von einer Stunde 3040 mal den Halbkreis 
(hiKlilaufen hat und dann noch von D bis A' gelangt ist, wenn der 
Winkel GOÄ' 58*^41' betrügt Auch hier hültc der Werth von K g&- 
nnncr berechnet werden infissen, wenn die einzelnen Minuten in diesem 
Winkel sicher sein sollten. Hütte man das letzte Problem in der ge- 
wöhnlichen Weise behandelt und sich der bekannten Zeicben bedient, 
so hStte man die Winkelgeschwindigkeit des Pendels, wclclies sich von 
der Ruhelage OA aus in die neue Lage OB bewegt, durch die Gleichung 

ausgedrückt erhalten und die Anzahl Seeunden welche seit seinem 
Ausgange von A bis zu seiner Ankunft in B verflossen sind, wäre 
durch das Integral 

f ysini«'— sin^V^' ^ 9 *i ysin^a'— sin^?/;' 

bestimmt werden. Deutet man den numerischen Werth dieses Inte- 
gi'als, der Kürze wegen, bloss durch seine Grenzen an, so werden die 
Zeiträume, welche während der Bewegung d(>s Pendels durch die Bogen 
AB, BG, GÄ'; A'G, GB, BA; AB, BG, GA';.., verfliessen, entspre- 
chend durch die Integrale ausgedruckt 

ß y\ —a » ß a ß Ü —tt 

-/■ -/■ -ß V' +/ +/ -/ -ß-J}- 

Bei den ersten drei Integralen war das Zeichen der Wurzel negativ, 
weil %ff abnahm, wenn t wuchs; bei den folgenden drei musste aber 
das Zeichen der Wurzel umgekehrt werden, damit %ff zugleich mit 
I zunahm oder die Geschwindigkeit des Punktes eine positive wurde, 
während sie vorher eine negative Riditung hatte. Bei den fol- 
genden drei Integralen tritt aber wieder das negative Yorzdcheo 
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ein, und so miiss die Umkehrung des Vorzeichens stels an der zweck- 
mässigen Stelle wiederholt werden. Die Zeiträume also, welche vom 
Ausgang des Pendels von A bis zu seinen auf einander folgenden 
Eintreffen in B verflossen sind, geben die Integrale an; 

« «iß tt a et 8 

ß /+/ '/V' /+/ • • • 

ß u u " /3 0 u 

r - a a ß 

oder wenn man y durch il,^ durch iE* bezeichnet, da J^tzzC—C 

0 tt tf 0 ü 

die Integrale: 

Dadurch, dass wir die vorijelegten Differentialgleichungen unmittel- 
bar mit Hülfe der ThetaniiHlioiieii integriren, werden wir der Unlei^ 
suchung über die Grenzen der Integrale überhoben, einer Oiscussion, 
die besonders dann schwierig erscheint, wenn diese Grenzen complexe 
Grössen sind. 



Die Additionstheoreme. 

§. 105. 

Das Additionslheoiem der elliptischen Integrale erster Gattung» 

Dieses Theorem, welches sich bereits in §.30 Andet und seit 
Euler von vielen bedeutenden Mathematikern auf sehr verschiedene Art 
bewiesen worden ist, wollen wir zunächst in der Weise mittheüen, in 
der es Sturm entwickelt hat. Um den leitenden Gedanken klar zu 
machen, beginnen wir mit einem einfachen Beispiele. 

Das Integral der Differentialgleichung " 

in welcher 

= 1 

(b,) und 

erhin man leicht in algebraischer Form, wenn man tfaeilweise integfirt. 
Denn bringt man (1.) unter die Form: 

11 • 
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80 wird 

aber 



^yjf j dx -hy^t dy = const. , 



Die Summe dieser Gleichungen liefert 

{d.) consU =asy,-|-yii?, 

denn die Summe der Integrale auf der rechten Seite ist vermöge (c.) 

gleich Null. 

Integrirt man aber (1.) direct, so wifd 

Setzt man nun 



so hat man 

^ (fip) 4- <jp (y) SS eoost. 

und wenn y so bestimmt wird, dass es filr a? = 0 sich in c ver- 
wandelt, so ist 

^(o) 4- = const ; 
also, wenn man diese Gleichung von der vorigen abzieht, 

Es ist aber 

5p(ar)-5P(o)=W_, 
u * 

also wenn man in der vorletzten Gleichung auf beiden Seiten (p(o) 
abzieht, so wird, da bei einem bestimmten Integrale der Itttegrations-7 
buchstabe willkürlich gewühlt werden kann, 

/'^dl /dX rdX 

und in der That ist hier y — % für x = 0. 

Setzt man aber in (d.) a; = 0, y==^^, und nimmt für ss 0 
als +1 an, so wird 

const s= 
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also 



Es ist aber 
also aueh 



X 

/ 

0 



dl 

^ = arcsin«. 



Bezeichnet man nun 

^x) = aicsind! = «; ^(jf) = arcsiny ^ 



so ist 

X = süitt; 0?, = cos«; y = üae; =s coso. 
Setzt man also das Integral 



X 



X 

dX 



X = sm»; 



9 



SO ist 

daher nach (f.) 

also 

s =s sm(M4-c)» 

folglich nach (g.) 

(h.) siii (m 4- ^) = sin « cos© + cosw sin v. 

Zwischen den oberen Grenzen der drei bestiniujten Integrale in (f.) 
liiiUet also die algebraische Relation (r/,) Statt, oder es ist (g.) das 
vollständige Integral der Differentialgleichung (o.), da diese Gieicbung 
eine willkürliche Constante z enthält. 

In ganz ähnlicher Weise lässt^sich nun die allgemeinere Gleichung 

(1.) + 
integriren, in welcher 

(2.) ( = 1; y'+y; = i 



Denn integrirt man (1.) wieder direct, setzt 

dx 



x^x^ 
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und, nimmt an, es sei 

9(0) = 0, 

so erfaSJt man als Integral 

glt (|1S yl« 

wo wieder y = s wird, wenn man m = 0 seist 

Bringt man in (1.) die Nenner fort und dividirt durch l—kWy^ 
so erhält man als Integral der so verwandelten Gleiehung 

lotegrirt man nun den ersten Bruch theflweise, so wird, wenn man 

xy i jx'^ -1- y^) - (1 -I- /r») (1 + _ 

und 
setzt, 

J T=:*»*^* - TiT'iV J y, y. V 

Das zweite Integral folgt aus diesem, wenn man x mit y vertauscht. 
Bei diesem Wechsel ändern sich aber P und Q nicht Die Summe 
beider Integrale giebt daher die Gleichung 

1 — Ä a; ^ 

weil die Integrale rechts, vermöge der Gleichung (1.), verschwinden. 
Da nun = 5 wird, wenn x 0 ist, so erhält man, wenn sich x, 
uud a?, für a: = 0 in -fi verwainl In, 

const = 

also 

Diese Gleichung findet also zwischen den Grenzen der Integrale in 
N, 3 Statt. 

Weil ^(0) =s 0 angenommen ist, so ist 



Digiii^uG üy Gg 



Die Addition8th«or»ine. 167 

l)ezeictintit man nun den Werth des Integrals mit so ist 

M — (p{x). 

Druckt mau vermittelst dieser Gleiehung x durch u aus, so möge das 
Resultat der Operation mit 

bezeichnet werden. Ferner sei noch 

und _____ 
Ist dann ebenso 



II 

so wird 



Aus der Gleichung (3.) folgt dann: 



»IS 



also 

» = ^(ii-j-c). 

^ Mit Benutzung dieser Zeichen lässt sich dann die Gleichung (4.) so 
darstellen: 

Wenn das elliptische Integral ersha' Gattung durch trigonometrische 
Functionen dargestellt worden ist, so setzt Jacobi 



/'v dq) 



•jj — /c*siny' 
und bezeichnet die Amplitude 

g> = am». 

Es ist dann 



Z*^ dx 



also 

X ^ singt = sinam» 



jp, = yi— a;* s eos^ = eosam« 
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Daher iiininit das Additionslheorem mit diesen Zeichen die GfStalt an 

, , V sinamtfcosaiiirz/.imr-i- siiiauireosauiu Jamii 
sinamfii-}'«) = — 7^- » 

^ ' 1 — Ä\siiiaiin/"sinanic 

Man leitet aus dieser Formel die beideo aodera ab 

. , s eosamtfcosame— sinamusiname Jamii^arao 
^ ' ^ 1 — Jr smamv'sittame' 

. , . JauiuJdmr — Ä'sin.'mi»/cot.aiiiMsinanirtosaiiio 
^ ' 1— Ir'sinamtt sinamv' 



Diese Fonneln finden also Statt, Vena 

a /'dA 

w 

0 



9 ^ X 

fdX _ fdl _ rdX 



lind 

ist, also am« = ip, aini> = ^, ani(»4'0) = amto =s % gesetzt wird. 

Das Lästige dieser Bezeidinungsweise ist von allen Mathematikern 
geflUiIt worden, und man hat Versuche gemacht, sie zwedanässig ab- 
zukürzen. Han schreibt jetzt bXufig, nach dem Vorgange Guder- 
manns, 

sniij cn«^ dn« 

statt 

sin am?/, cos am«, J^mu. 
Wir sind aller dieser Lnheqiitniilichkeiten enthoben, wenn wir uns nur 
der Zeichen fx, gx, hx beiiicncn, vermöge deren nach §. 51 

smi^ = smam« = smam(^— J = ^f{x) = j^/l, ^^J 
cosamu=]/^(?(^) 



iacobi bezeichnete auch noch 

am(JK'— «) ^ coam«. 

Da die Bezeiehnuogsweise Jacobi's sehr allgemein verbreitet ist, so 
muss man sich mit ihr bekannt gemacht haben, um die in dies Ge- 
biet einschlagenden Sehriften stodiren zu können. 
Z.B. die Fonneln (14.), (15.), (16.) in §. 24 

fiAn^x)^^; g{l^-x)^^l K^^x)^^ 
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drückt Jacobi so aus: 

<^A<nv ^umv ^am» 

wo man noch - — für u schreiben muss. 

§. 106. 

Das Additionstheorem der elliptischea Integrale zweiter Gattung. 
Aus §. 70, N. 1 ergiebt sich, wenn man y mit —y yertauseht, 

oder vemtfge N. 4 in %, 26 

^o\k9*-hx^=.£f^x-y)(fxryi-fyrx). 
Vertauscht man hier x mit «-f-y, so wird 

eo*hif*^ao'h(xi-yy = E£.fJ'fyf(^+y), 

^ ^ ho ' dy 

Multiplieirt man diese Gleichung mit dy und integrirt dann von y = 0 

bis =s y, so wird, wenn man den jyiitegraUonsbucbstabea X wdblt, 

y y 

Ersetzt man im zweiten Integrale x-\-X durch jU, so werden a? und 
x-\-y die unteien und oberen Grenzen des Integrals* 
Es ist aber 

f-f-ß 

jc 0 0 

schreibt man daher wieder X statt fi, so erhält man die Gleichung 

(1.) do'/hX'dX-}. 0o'/lx*dX^6o'/hX'dX = j^fxfyf{x-\-y). 

0 *o 
Nach S. 51 16 ist aber 

also Dach der LegeDdre*scfaenvBezeichDung der elliptischen Integrale 
zweiter Gattung ist 
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Setzt niau also 

so nimmt (1.) die Gestalt an 

(2.) E(a) = E{y) + **sin « sin/sJsiny 

und der Winkel v Ufsst sieb durch eine der vielen, bisher entwickelten 

Formeln berechnen, s. B. dureh N. 8 in §. 70 

Die Formel (2.) lehrt also, mit Hülfe der iürmcl (3.) die Summe 
zweier elliptischen Intefrrale zweiter Gattung in ein Einziges zusam- 
menziehen, wenn mau diesem noch einen Theil liinzufügt, der keine 
weitere lnte;.'i'atiou ertordert. In §. 69 und ^. 70 salien wir, dass sich 
zwei elliptische Integrale trster Gattung in ein Einziges derselben 
Gattung verwandeln Hessen, uiifl die obere Grenze des neuen Integrals 
durch einfache algebraische Operation angegeben werden konnte. Es 
braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass man aucii die Gleichung 

Eia)-^E{ß)^E{y) 
in Bezug auf y auflösen könnte, aber dann würde y nicht durch al- 
gebraische, sondern nur durch transcendente Operationen gelimden 
werden können. 

§. 107. 

Das Additioustheorem der elliptischen Integrale dritter Gattung. 

Differenzirt man die Formel (4.) in S. 27 logarithmisch nach y, 
so erhKlt man 

fl^'fy' " ^''^'^ + ~ *^ ~ + 

und wenn ^^ese Gleichung mit dx multiplicirt und dann Ton =s 0 
bis « = integrirt wird, so nimmt das Integral, nachdem man mit 2 
dividhrt und ^ mit a Tertauscht hat, die Gestalt an 

/ fx^dx , . ,6(x — a) 

Fuhrt man die Bezeichnung ein 

X 
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SO ist also 
und ebenso 

J'(« + y,a) = (.+,)Pfla+i«||+|^). 

also 

P(x, a) + P(y, a)-P(a:+y. a) = i i t^' TVJ" iT»^ 1^ 

^(a; 4- a) ö(y -f a) ö(a? -i- y — a) 

oder, vermöge (3.) io $• 71« 

(2.) Pi., a) 4- P(y, a) - P(x -f y, a) = ^ / ! ~f ^^'^.^l ^ll ' 
Bedient man sich der LegeDdre'schen fiezdchnimg 

and nimmt man an, es filnden die Gleichungen Statt: 

Fi = x^o\- Fri = ye^o'; F t {x -\- y) 6,0^ 
Fa = a^o'j Fß = {x^y-a)^o'; Fy {x-^y^a)^o'' 
oder was dasselbe ist 

n = H+^; Fß = FS-Fa; Fy^F^-^^Fa 

also auch die Gleichungen 

/» = /*8in|; Ä = |/Asiuiy; = i/Asinf 

fa = i/Ä8ina; f(»-i-y-a) = /*8in/?; /"(aj+y + a) = >^Äsiny 
so verwandelt sich der Ausdruck für F(x,d) in 

F(x a) - / *'sing*8inr<a 
^'^^ tgo /ci-A'sinÄ'8inA')i/;i 

oder wenn man 

l-**sina^sinA' = L 

setzt, in 
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Ebenso wird 



i) 

Durch Einführung (Heser Ausdrücke iu (2.) geht diese Gleichung Uber in 
(3.) n, (l -Ä'sin«') + il, (9. -**sina«) = 

„ /c. ,2 . , Igof — Ä'sin^sinrsinasinÄN 
* ' 2 Ja Nl+ff Sinfsini^sinaBm// 

wenn man dem Zeichen, welches Lege ndre anwendet, einen Zeiger bei- 
fügt, um ea von dem zu unterscheiden welches später Jacob i eingeführt 
hat, also Jt 

setzt, und die vorhergehenden Gleichungen gehörig benutzt. 

In dieser Formel (3.) sind die Winkel |, 17, <z, als gegeben zu 
betrachten und die Winkel /?, y werden 2. B. durch die Gleacbuagen 



. ^ _ 8in|cosjy Jiy-j-siniycos^JJ 
^'"^ " l-Ä'sinl'sini?' 

sin^ = 



sin ^cosaz/a — sin acosC 



1 — A'sino'sin^ 
sin gcosg Ja + sin acos ^ z/^ 
l-k*8ina'sinr 

Die Formel (3.) lehrt nun, dass man statt der Summe zweier ellip- 
tischen Integrale di'itler Gattung ein einziges solehes Integral setzen kann, 
dem ujan noch einen logaritlimischen Theil zulilgen nmss und dass die 
dazu erlorderliehen Uechnungen nur algebraische Operationen erfürdcru. 

Nimmt man in (1.) das a iiuaginar an, so lässt sich das Additioiis- 
theorem (3.) du lnlcgralc diitter Gattung auch auf positive Parameter n 
ausdehnen. Füljil man diese Operation aus, so erscheint natürlich der 
logarilbmische Theil unter der Gestalt eincä arcl^. 

108. 

Führt man in den elliptischen Integralen statt der trigonometrischen 
Functionen algebraische Ausdillcfce ein, ersetzt also sin 9 durch 
u. s. w. und bezeidmet 
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|Ar-r = A, und y'i-k'l' = lt 
und entsprecbend 

u. s. w., so nehmen die drei AddilionsUieorcmc (Iber die elliptischen 
Inlegrale der ersten, zweiten und dritten Gattung folgende Gestalt an: 

ü » ü * « ^ 

^^•> /(i +/(i 

s 

(l -Ä'o'r)A,A, 2a,a, Vi +A*a«^/ 

wenn die Gritesen d, o durch die Gleichungen bestimmt 

werden 



(4.) 



Alle diese Fomu'li) ergeben sich durch blosse Uebcrsetzung der bisher 
entwickelleu Gleichungen in ihre entsprechenden algebraischen Aus- 
drucke. 

Ersetzt man a durch die imaginäre Griisse ai, so nimmt (3.) 
die Gestalt an 

z 

wenn num 

yr+a» — a; , und )/l + a* = «; 

hexeidniet Setzt man aber k*a*=sn, so ersdieint die (5.) unter 
der Form 
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r> \ dX p Iii 

I. 109. 

Neoe Ableitnngsweiae dmr Additfongtheomnie. 

Zu den FonDeln, welche die Additionsthloreine ousdrOcken, kann 
man auf eine eigenthttmltclie Weise gefauigea, wenn man von der Con- 
struetion gewisser sehr einfacher symmetrisdier Functionen ausgeht 

Offenbar muss man xu einer symmelrischen Fimction ron n^ 6> c 
gelangen, wenn man ans der Gleichung 

(I.) ✓fl-h>^6 = /c 

die Wurzeigrössen forüschallt. Man filialt auf diese Weise 
(2.) - 2c(a -I- 6j 4- (a — 6)* = 0. 

Setzt man hier 

(3.) a— 6 = äc— y, 

(4.) a-}-6 = ar+y-2xy, 

so ist auch noch 

(5.) c' - 1c{x + y - 2xy) + (ar - y)» ^ 0 

eine syniiiielrischc Function von y, c; denn zu der sxnuiielrischen 
Function (2.) ist nur noch <lie synmietrijsihe P'un«tion Ij-^c iiinzu- 
pcfllfil worden, wenn man sich niiiiilich in (2.) a uiul h luil x und y 
\t'itans(:iit denkt. Setzt man jetzt x^^ t/'. z-'' an die Stelle von x, c 
und führt die Grössen o?,, y,, 5, durch die Gleichungen ein: 

(6.) x'^x\^\; + = »'+»2 = 1, 

so ergiebi sich aus (3.) und (4.) 

a = a;*y' und h — y*«* und nach der Annahme c = »\ 

Setzt man nun diese Werth« fUr a, b, c in (1.) ein, so ergiebt sich 
die erste der drei Gleichungen 

(7.) xy^ -\-yx, = z; xs, 53?, = y; y%^ -f sy, = x, 

i^elche aber die beiden andern nach sich zieht, da alle drei auf die- 
selbe symnietrisiiic Ftuirtion führen. 

Da die Zeichen von x, y, x', tf willkürlich sind und das Zeichen 
von i durch die erste Gleichung bestimmt wird, so kann nur noch 
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über das Zeichen von «( eine Ungewissbeit bleiben. Setzt man aber 
den Weilb von « aus der ersten dieser Gleichungen ganz beliebig in 
die zweite und dritte ein, so erhält man beide Bfole fQr S| ganz den- 
selben Ausdruck, daher wird das Zeichen von vollständig durch die 
Grossen x, ff, x,^ tfi bestimmt FCttirt man diese Operation aus, so 
gelangt man zu der ersten der drei Gleichungen 
(8.) xy — x,y^=z,; «b— = y, ; yz — y.z^ = , 

aus welcher die Übrigen zwei durch gehörige Vertauschung hervorgehen. 
Man leitet aus diesen Formeln noch leicht folgende ab: 

^ *' x-\-y 2 ' y — z 

und kann nberhnupt auch noch zu andern übergehen, welche sfimmt- 
lieh beltannlen Formeln der ebenen Trigonometrie entsprechen. 

§. 110. 

Aus der ersten der Gleichungen (8.) ist 

X^|f^—wys^ 

und wenn man beide Seiten dieser Gleichung quadrirt, so erhält man 

(1.) s* = ir* + sr»-2ary3,. 

Mit Hülfe dieser (ileicliuiiy Kami man nun zu Formeln von weil 
grösserer All;.'oiiieinheit gelangen. Vertauscht man in ihr nämlich x 

und « mit — ^ und wo unter a. und 6, verstanden werden 

sollen y'l - und i'l— //' und lülirt nachher wieder x und y statt 
a und b ein, so verwandelt sich (1.) in 

(2.) iiV:=«;-|-y;-2»,y,«,. 

Vermittelst dieser Gleichung ISsst sich leicht eine synnnetrische Function 
von x, y, % bilden; denn da x^y^z^ schon eine solche ist, so braucht 
nur 11' 80 gewählt zu werden, dass is*«*r— .yf eine symmetrische 
Function wird. Dazu ist aber olTenbar nur erforderlich, dasa man 

n'=l-A'ajY 

annimmt, denn dadurch geht aus (2.) die symmetrische Function 
hervor 

(3.; l -x\ -y\ -«5 -f 2x^y^ z, - k'x y'z' = 0. 
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Dem Ausdracke fttr n* könnte freilich auch eine andere Gestalt gegeben 
werden, aber die gewfiblte ist die einfiichste. Ganz Mhnlieh ist auch 
in S* 109 flir 0+6 die einflidiste Fona gewühlt worden. 

Da wir nun in (3.) eine symmetrische Function von « er- 
halten hal)en, so führt also die Substitution von 

-i- stau X, also 1 s = =— ^ = ^ ^ .^Z Statt x] 

und die ähnlichen Einführungen für y und y^ in die Gleichungen des 
g. Iü9 zu neuen Gleichungen, in denen die Buchstabea Xj y, « stets 
unter einander vertauscht Vierden können, 
ßezeiclinel man also 



durch 

«iJ yn'f »«; »t 
so bat man nur in den erwlfhnten Gleichungen 

mit 

fi ' « ' n ' II 
SU vertausdieo, um neue wichtige Gleichiuigen zu erbalten, welche 
sttmmtlich auch direct aus (3 ), aber erst nach beschwerlichen Rech- 
nungen her?orgeben würden. 

Aus der ersten der Gleichungen (4.) in f. 109 erhIQt man so die 
erste der drei Gleichungen 

und die beiden uiulerri tiureh cvclische Vertauschuug. Aus der letzten 
in (7.) entstehen auf dieselbe Weise die Gleichungen: 

Aus der letzten der Gleichungen (8.) folgen ebenso die sechs Gleichungen : 

(6.) f' =y^tf ^iV- Vi = »»t ; 1^1 «— y»i = ^* 

\y^z—yx^z^ =:^xy^; z^y~zx,y, ^ xz^; z,x-zy^x^ = yz^. 

Setzt man nun^aus der ersten dieser Gleichungen den Werth von 
x^z in die letzte ein, so erhält man. wegen y] = 1 — Ä'y'» auf der 
Stelle, wenn alle Vertausdiungen vorgenommen werden, 
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Multiplicirt man die erste dieser GleicbuDgen mit is^, so wird: 

Wenn man aber die letzte der Gleichungen {b.) mit z^ multi- 
plicirt, so wird: 

s 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber sogleich: 
(8.) y,»,) =^ 1 +«,3fg V 

Diese sehr einfiMbe symmetrische Gletcfaung von x, y, z ersetzt 
mit Vortheil die Gleichung (3.). 

Aus der ersten der Gleichungen (8.) erfaStt man durch diesdben 
Substitutionen: 

W 1 _ Ä'^x'«/* ~ 1 - h'x^ ~ ' 1 - h'f:^ ~ • 

Setzt man ans der ersten dieser Gleiclunigeii den Werth von z^ 
in die letzte der Gleichungen (5.) ein, so erhält man sogleich: 

I. III. 

Die Gleiehungen des TOrigen Paragraphen, die sich leicht noch 
vermehren lassaD, kdnnen auch auf andere Weise entwidrelt werden. 
Setzt man nSmIich in (1.) des §. ItO As statt z, so geht sie Aber in: 

kW = a>^+ y'— 2a^«« 

und wenn man hier x und ff naH und ^ vertauscht, so gelangt 

mun lu: 

Nimmt mau hier wieder 

n^^l-k'xY, 
so erhftit man die Gleichung: 

^-xl-yl-zl-\- 2x,y,z, - *Vjf V « 0, 
deren linke Seile ebenfalls eine symmetrische Function Ton y, » 
ist. Es werden also die Gleichungen des |. 109 ebenfalls neue richtige 

Scb«llbacb, ellipüschs lotegrale. 12 



4 
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Gleicluinf;*'!) lielViii, wenn man in ihnen /c« statt a s^lzt, also s^ mit 
vertauscht und auch die Grössen : 



y; »i ; yi 



mit den Grossen « 



n' n* n 




verlauscht. 

Mail erhält in der That auf diese Weise aus den Glt'ichuni^cii (h's 
8. 109 neue Gleichungen, aber nicht die des §. HO. Um diese zu 
gewinnen, muss man noch die Zeichen der mit den Zeigern 1 und 2 
verseheneu Buchstaben in die entgegengesetzten verwandeln, wie ein 
einfaches Beispiel sogleich lehren wird. Die obige Gleichung gehört 
also auch in die Reihe der Gleichungen des %. tlO, wenn man das 
Zeichen von a;,^,^, in das entgegengesetzte verwandelt. 

Diese neue richtige Gleiehniig lautet dannt 



Durch diese Beobachtungen wird man darauf aufmerksam gemacht, 
dass sich die meisten der Gleichungen des |. 110 durch schickliche 
Substitutionen in einander Oberltlbren lassen. 

Man findet so leicht, dass, wenn man in diesen Formeln erst 
die Zeichen der mit den Zeigern versehenen Buchstaben in die ent- 

gcgengesel/.len verwandelt, dann sliUl A' einsetzt und zuletzt x, ^, 3^ 

mit kx, ky, kt vertauscht, diese Gleichungen in einander Obergehen. 
Es giebt aber noch zwei andere Substituti(uii II, welche dieselben Dienste 

leisten. Bezeichnet man nämlich auch yi— ** mit k^, so erhSlt man 
folgende drei Systeme von Substitutionen. 
Man vertausche 



(o.) 



^'j ^> y> -^i* ^i» yt> 



mit 



(C) 
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In d(M' Substitution (A.) mdsson Ntnlicr auch noch die Zeichen 
der niil Zei^'ci n vci-schencn liuclistabeii umyekehrl werden. Auf diese 
Weise lassen sich nnn aus der ein/i^cii Glcichnng (S.j in §. 110 noch 
15 andere Fnnnoln ableiten. Die Suhsliluliüii [C.) liefert aus ihr zu- 
nächst die drei Fürniehi (7.); durch (ß.) entspringen dann aus der 
ItHzlen dersclhen drei (iIcichuD^icii, welche hier nicht mit nidgcfrihrt 
sind; und die Subsiilulioii (A.) liilirt von dieser selben Gleichung aus 
zu den Cdeichungen (5.)- ^VLll(tcl mau dann noch auf die zweite der 
Gleichungen (5.) die Substitution {€.) an, so gelangt man zu den 
Gleichungen (7.). 

Auf diese Substitutionen hat zuerst Jacobi im 39. Bande des 
Crelle'schen Journals aufmerksam gemacht. Die wahre Q'i^^'lh', aus 
welcher diese Substitutionen lliossen, erkennt man freilich am klarsten 
aus den Eiitwickluiigcu in §. 08, denn die Formel (8.) oder 

ist, wie sich bald zeigen wird, nichts Anderes, als die Formel (1.) in 
§. 68, welclio ( 1) i nlalls durch schickliche Substitutionen zu 15 neuen 
Formeln führt, die nrit den hier gewonnenen Ubereiosttminen, wenn 
man noch einen Zeichenwechsel vorninunt. 

Durch diese Untersuchungen hat man jetzt den Vorlheil gewonnen, 
aus jeder Formel der ebenen Trigonometrie, — denn das sind die Formeln 
des §. 109 — eine Fonnel für die elliptischen Functionen, oder auch, wie 
%. G9 lehrt, eine Formel der sphäriscben Trigonometiie ableiten zu 
können. 

|. 112. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man nun sehr leicht zu den 
Additionstheoremen gelangen. 

Multiplicirl mau die Gleichungen (3.)^ in §. HO ciiisprc( hend mit 
den Dillerenzialen dx^y dy^, ds^, und addirt dann alle drei Gleichungen, 
so erhält man sogleich: 

Es ist aber dx, = etc. : daher ist diese Gleichung nichti» 

* «, ' ° 

Anderes als: 

^ ^% Vt *«. ^ 
Die rechte Seite dieser Gleichung Ist aber nach N. 3 in $. HO 

12 • 



IgO Achter Abschnitt. 

Daher wird 

(1 ) ^+ + :=r Ä'd.asy». 

^1 yi *i 

Durch die Substitution (il.) erhielt man aus (1.) auf der Stelle: 

*t yt »» 

MiilUpIidrl man diese Gleichung mit k* und zieht sie von (1.) 
ab, so bleibt» wenn man mit t—k* dividirt: 

^ ^ *l»t i/.i/. 

Bezeidin^ man diese drei Differentialen der Reihe nach mit X, 
Y, Z, ferner xy» mit u und w^y^s^ mit u^, so liann man (2.) und 
(1'.) darstellen als: 

(3.) x+rH-z = o. 

(4.) xJX+yjr-f »;z = c/«. 

Wenn man (3.) mit 9*-\'y*-^** multiplicirt und dann zu (4.) 
addirt, so wird: 

(5.) (y'+»')XH-(»«-fa?') r-f («'H-!r')Z = du. 

Wendet man jetzt die Substitution (Jl.) auf (4.) an« so gehen 

dx und X in — j- und iX Uber etc.; daher erhält man aus (4.): 

oder 

X -f 3^ F + a:Jy;Z = Mdfi, - tijdit. 

Die Summe tlicser Gleichiiiig und (5.) liefert: 

(6.) yVJCH-»Vy+a?'y»Z = dt»+f«d«,-tt,rfii. 

Hultiplieirt man diese Gleichung mit n* und addirt zu dem Pro- 
ducta N. 3, multipUcirt dann (5.) mit n und zieht das erhaltene Pro- 
duct von dieser Summe ab, so bleibt: 

( 1 - «1/0 ( 1 - -X 4- ( 1 - ( 1 - «x') r + (1 -IM?*) (1 - f»*) z 

= H*udu^ — « ( 1 — « -f- nw, ) du. 

FUr 

1— n-j-iiKi — « 
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geht die leiste Gteichiing Ober in: 

X Y Z n{udv — vdu) 

^ r^nx^~^U^' ' ~~ (l-«a;')(l-ny')(l — n«*) * 

Der Nenner der rechten Seite dieser Gleichung lässt sich durch 
u und «, ausdrücken. Es ist nämlich: 

fij = (1 -x') {i-y') (1 =F l_aj»-y'_«»-|.|, V+» V-f-af'y'-ii' 

und DAeb (3.) in 110: 

(8.) ' »•+y*H-»' = 2~2iij+ikV. 

Also erbSlt man aus der vorhergehenden Gleidiung: 

(9.) j^V+«V+a,-^^ = (l-uJ'+(l-|-Ä')u'. 

Ferner ist: 
(10.) xYz' = u\ 

Bildet man nun 1— »(8.) ''^'O^-)» ^ w'>^* 
(11.) (l-fiaj*)(l-«y')(l-«i*) Äf>»-»(l—ii)(ik*-ii)»«. 

Setzt man nun diesen Werth in (7.) ehi, so erhalt man: 

X , r z 



^ 2|/(i-ii)(ik'-i») U+y«(i-ii)(jF^^tt/ 

odier, wenn man 



setzt, 

(12.) 



da; j f/s 

(T^ST^Tx, + (1 - y, + (l-^'^j^ 

2« 1 + x^y^z^ -\- mxyu 



Die Integrale der drei Gleichungen (1.), (2.) und (12.) stellen 
nun, Venn man fUr das negative Zeichen wählt, die drei Additions- 
theoreme der elliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung 
dar, wie die Vergleichung dieser Redinungen mit denen des §.110 
sogleich zeigt, und die Übrigen Formeln lehren den Zusammenhang 
der Grosse z vätt <ten Grössen w und y kenn^. 
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JMeiuiter Absclmlit. 

Von den elli|)tisclieii liitegraleu zweiter Gattiuig. 

S. 113. 

Methoden der Bereelniiinp. 

£in elliptisches Integral zweiter Gattung 

E{(p) = / Jq>dg) = /dq>}/ i — k'i>nig>* 

0 0 

wini iiadi §. 51 N. 16 mit UUltc der ThetafuncÜonen unter der Form 
dargestellt: 



(1.) 



wenn zwischen ^ und x die uns^bekannten Relationen 

fx 11^ hx 

Statt linden, 

Lni gleicli Anfangs eine Vorstellung über ücn Umfang der nu- 
merischen Werlhe zu erlangen, welche ein solches Integral aoniniint, 
wenn sich <jp von o bis \n erstreckt, stellen wir wieder, in ähnlicher 
Weise, wie dies fllr die elliptischen Integrale erster Gattung in §. 36 
geschah, folgende Tafel auf, die einen Ueherhlick Uber diese Grössen 
gestattet 





|0" 


1 10° 1 20^ 


30» 


40» 


50* 


60* 


70» 1 


80» 


90« 






0 


0,175 


0,349 


0,524 


0,698 


0,873 


1,047 


1,222 


1,396 


1,571 




10» 


0 


0,175 


o,;m9 


0,523 


0,697 


0,870 


1,043 


1,215 


1,387 


1,559 




20° 


0 


0,174 


o,;ms 


0,521 


0,092 


0,861 


1,029 


1,195 


1,360 


1,527 




|30° 


0 


0,171 


0,347 


0,5 IS 


U,GS5 


0,848 


1,00S 


1,163 


1,316 


1,467 




Uü« 


0 


0,174 


0,346 


0,514 


<),07() 


0,832 


0,980 


1,122 


1,259 


1,393 






0 


0,174 


0,345 


0,510 


0,667 


0,813 


0,949 


1,075 


1,193 


1,306 




60» 


0 


0,174 


0,344 


0,506 


0,657 


0,795 


0,918 


1,027 


1,122 


1,211 




'70° 


0 


0,174 


0,343 


0,503 


0,650 


0,780 


0,891 


0,983 


1,056 


1,118 




80° 


0 


0,174 


0,342 


0,501 


0,645 


0,770 


0,873 


0,951 


1,005 


1,040 


• 


90' 


0 


0,174 


0,342 


0,500 


0,643 


0,766 


0,866 


0,940 


0,985 


1,000 



Es ist hier Frieder die Amplitude mit if hezeicbnet, und der 
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Modul k — sino gesetzt worden. Die fiinrichtung der Tafel ist der in 

%. 36 entsprechend. 

Die elliptischen Integrale zweiter Gattung erstrecken sich nar von 
o bis \n — 1.571, wührenü die der ersten Gattung sich von o bis 
ins Unendliche ausdehnten, wenn (p von o bis \n reichte. 

Zu ihrer Berechnung könnte man sich nach $. 37 der Reihe be- 
dienen: 

(2.) Jätpii'-üna^üsktp^ — 

u 

4i9> -|- ili sin 2^) -f sin 4^ -j- ^il, sin 69 + ^-^4 sin 8 -|- » • 

wo 

= cosia'^;;'(i).aU«.tgia*^+='" , 
und für das voUsfändige Integral hütte man dann die Reihe: 

(3.) I d(pi i— siu a' sin = 

u 

Wirksamere Mittel zur Berechnung geben auch hier die Theta-- 
funcUonen an die Hand. 

Multiplidrt man nSmlich die Gleichung (16.) in ft. 77 mit dx und 
integrirt von x^o bis x = x, so erhält man auf der Stelle die 
Formel: 

(4.) = V$x—xlf(to» 

Yüv X = wird q) ~ \7z iiiul Vd\n verschwindet, daher ist 
aus (1.), wenn mau (20.) iu 77 anwendet, das vollständige ellip- 
tische Integral zweiter Gattung: 

(5.) = B = - J«-^ = 

Bedient man sich der Legendre'schen Bezeichnung: 
F(9)=a?^o* und F = 5fr<ioS 

so ist nach (5.): 

»mo = - — e^o^ß « — — Jfg>. 
^71 n ' 
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Daher ISast sieh die Formel (4.) auch in folgende, mehr sym- 
metrisehe Form bringen: 

(6.) F.E^—Ef^Fi^ =a ^V0x, 

Benutzt man die Reihenausdröcice in ^81 N. 5 und N. 11, so 
erl^ll man aus (4.): 

(7.) Eiip) = \y^'^T^ + T~7" 'V 

Biesen Reihen kann man auch eine andere Gestalt geben. Setzt 
man nämlich: 

und zieht von dieser Gleichung die folgende ab: 

^' — 2g*+3j* 



(1 + 9') 
so ist der Rest: 



Wenn von dieser Gleichung wieder 



abgezogen unrd, so bleibt: 

Auf diese Weise fortschreitend gelangt man zu der neuen Formel: 

R- 9* I . I I ■■ 

W - ( 1 + 9')' + ( 1 + + (1 + g«)' (T+Y)^ 

Offenbar ist nach der vorletzten Gleichung auch: 

w (1 + qy (TF?? 1 - 9" 

wenn man die zwölfte Potenz von q vernachlässigen kann. Auch der 
ersten Reihe in N. 7 iässt sich eine andere Gestalt geben; denn es 
ist bekannUich: 

^^^•^ 1 ~ 2gcr^ 4- ^' + 
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Setzt man nun: 

uud zieht von dieser Gleichung die vorige ab, so bleibt: 

Q Sin üa; . 

Der Rest dieser Gleichung und der folgenden: 

1— 2^»C082a?+^* ~ ***** ^ + -I- g*sin6aj -f- — 

giebt die Formel: 

^ ?sin2a? g*sin2jr 

1 — 27C082j; + g' 1 — 25f'cos2x-|-g'"" 

Kann man also die aehnle Potenz von q vemaebUissigeii , so isjk 
für 5 zu setzen: 

(12.) 5 = sin2x |--__£_--- f ?! 4._iLi . 

Setzt man diese Operationen weiter fort» so ergiebt sich die Fonnd: 

Wenn schon die vierte Potenz von 9 keinen Einfluss mehr hat, 
oder wenn der Wuikel o des Moduls Jr^sina, nicht 30° erreicht, 
dann erbttlt man aus (7.) sehr leidit die Formel: 

in wekfaw, nach den Vorschnften des {. 44, die Winkel A ^ und :b 
aus den Gleichungen: 

y cos a = cos/S; sioasiny = siny; cos/?:cosy =• tgd 

und 

cos 2ar = coti^' tgd« — 6) 

zu berechnen änd. Innerhalb der angegebenen Grenzen genOgt diese 
Formel: um £(^) bis auf sieben Dechnalen richtig zu erhalt^. 
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$. 114. 

NimiDt man den Briggs'scben Logarithmus vou der GteichuDg (5.), 
so findet man leicht: 

(I.) logF = 0,1961 19776 - d(A - 3Ä* + |V-~9Ä*+.".) 
wenn 

a = 41oge= 1,737177927 
logd = 0,239844303 

und wie frtther 

n= i^cosa ^ cos/}, und A = itgl/?*. 
Dieser Formel, in welcher nur die fUnfte Potenz von l vernach- 
lässigt worden ist, kann man ridi zur Berechnung des Logarithmus 
von Ef bedienen, wenn der Modul k nicht viel grOssei* als sin 45* ist. 
Diese Reihe ist obngeflihr ebenso wirksam als die Reihe (3.) in §. 113. 
Wendet man die Reihe an, welche für Qo' aus §. 46 N. 1 oder f. '57 

entnommen werden kann, und entwickelt auch s— nach Potenzen 

cfo 

. von A = ^ tg Iß* mit HQlt'e der Formel (6.) in %, 43 , so erhält man 
aus N. 5 in |. 113 die wirksamere Formel: 

(20 E' = 4 7r(co.s i«M 1 + 2 tg - 1 tg iß' + i Jg i^'' - II ig i/J ' • 

+ i,Vtg4/?'""A*ßtgl/»'*-|— ••)• 
Nimmt man'z. B. & = sin50°, so wird .jjj = 18"21'6M 1 und 
es reichen die vier ersten Glieder der Reihe bin, um bis in die letzte 
Decimale richtig zu finden: 

logF = 0,1157899. 
t. 115. 

Wenn der Modul k sehr nahe an 1 liegt, so kann man zur na* 
meriscben Berechnung die folgende Reihenentwicklung benutzen; . 
Man bezeichne: 

— ft*siny* = ü 

und deute, der Kttrze wegen, das Differenziren nach 9 durch Accenle 
an; dann wird 

t— Ä'sing)* = t»" 
und w(jnö nii^ü diese Gleichung weiter differenjirt; 




^ 

^ le 



I 



Vou den elliptischen Integralen zweiter Gattung. i$7 



Nach dem Madaurin'schen Satze ist aber: 

wenn man eins Setzen von q) = o in r, r', t?",.-- durch t?„, r/g, o'J,... 
bezeichnet. Mau erhält nun aus deu entwiciLeltea Gieichungea: 





= 0, 


< 


=.1 




= 0, 


< 






= 0, 








= 0, 







Also wird 

-j.(64ft'- 1008ft*+2520**- 1575*«) |j 

Die Coefficionten dieser Reihe müssen sich fllr ä — l sämmtlich 
in 1 ▼erwandetu, da lUr diesen Werth des Moduls, t> offenbar gleich 
sin 9 wird. 

Zieht man von (1.) die Gleichung 

-smk9 = .p^-^^— ^ + 

ab, so bleibt, wenn man k durch sina ersetzt: 
(2,) c == = y sin*g) -h ^ ^^0 

I, , (5 — llcosa')y' , (87— 270cosa'+ l97cosa^)y* , | 
(1+ 42 1512 

Wenn g) kleiner als Eins bleibt, so ist diese Reihe zur Perech- 
nuog von E(q>) für solche k, welche ^ fast erreichen, sehr bequem. 
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Neue Reihen gewährt eine sehr einfache £ntwickliiiigsmeUiode, 
weiche auch in andern Fällen benutzt werden kann. 
Setzt man nämlich: 

so ist: 

. dt , . , 

also 

Multiplicin man diese Gleichung mit u^, unter welchem Zeichen 
eine beliebige Function von s vorgestellt werden soll, und nimmt von 
beiden Seiten die Summe von s =■ o bis s -~ 10,^0 erhält man: 

Die rechte Seite, nach Potenzen von t entwickelt, giebt den 
Ausdi'uck: 

+11, I*— 3tij I»— 



= ii.+^u.r4-//'tt.<*-i-^'M.<«4- 

Also wird 

Intcgrirt muu nun diese Gleichung von ^ = 0 bis ^ = gp, so 
ergiebt sich: 

(1.) Slß.täi^9^i9 = tg^« 

oder 

^drp{uQ-{-u^ sin 9'+ «jSiny^+ttjSiny'-f ) 

= i^tgyH-iJi*igy*+i^'»tg9'+i^*iitg9)'-i- 

Die Gonvergenz dieser Reihe, die sowohl von der Gritese des 
Winkels ^ ab von den Werthen der Gonslanten u^, u^, u^„,. dh- 
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hingt, Utssl sich nur bestimnien, wenn bestimmte Annahmen Uber die 
Wertbe der Goefficienten u gemacht werden. 

Man kann die^ Foimel leicht dem GedKchtnisse einpiügen; denn 

es ist: 

f d9 _ 1 ^/ l+l/tTiTtgy x 

Entwickelt man nun die linke Seite dieser Gleichung nach Po- 
tenzen von u und die rechte nach Polenzen von yu—i und ersetzt 
dann die Potenzen u*, vf, i»*, «' .... durch die beliebigen Grossen 
Up u,, so erhftlt man die Formel (1.). 

Man kann auf demselben Wege auch zu anderen Entwicklungen 

des Integrals ^dq>{u^-\-u^ÜBkip*-\^u^ünq>^-\- gelangen. 

Setzt man z. B. 

sin^ = ti 

so wird 



und wenn man hier ebenfalls nach Potenzen von t entwickelt und 
überhaupt ganz wie oben verfährt, so erfalilt man die Formel: 

(2.) J^dff (», -|- «I y'-h Mi sin 9>*-i- it, sin y • — ) 

+ (». +1«! + ^ + ^xl"0 

deren Fortschreitungsgesels klar ist 

Dieses bequemen Mittels der Entwicklung wird man sich auch 
sehr häufig bedienen kOnnen, wenn die linke Seite dieser Gleichung 
auch eine andere Gestalt haben sollte. 

S. 117. 

Von diesen Formeln lassen sich nun Anwendungen auf die Ent- 
wicklung elliptischer Integrale in Reihen machen. 
Benutzt man z. B. M. 2, so wird: 
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u 

9 



= /d(p(\~ j/f'sin — Ä *sin 9* — ^'^'^ A'sin tp*—.^ 
u 

Zieht man von dieser Gleichung die Glciclnmg 

•ry aresin (Ä' sin 9)) = sin9H-ir-T-sin9)'-j--r^— siny^-j-««»» 

ab, so crgicbt sich nach leichten Rcductionen, wenn man k nnd 
durch ihre Werlbe sina und cos er ersetzt: 

J d^yi— sina*sin9>* = ^^^^aresin(cosasin9)4' ^-^^sin^* 

H" ~^(2-j-cosa')8iny'4" ■^i^(S4-2cüsa'4-5cosa^)sin9>'-|'"" 

Diese Reibe Uisst sich zur Berechnung von bequem be^ 
nutzen, wenn a nahe an 90*^ liegt oder ip nicht 45* Überschreitet 

|. 118. 

Das Additionstheorem für die eUipliscben Integrale zweiter Gat- 
tung, welches in der Formel (2.) des 106 

(l.) E(a)-f-£(6) =£(c)4-&'sma«in68inc • 

ausgesprochen ist, lässl sicli ebenfalls zur Berechnung dieser Functionen 
benutzen, ganz in derselben Weise,, wie das entsprechende Theorem 
fUr die elliptischen Functionen erster Gattung in §. 62 zur Berechnung 
dieser Grössen angewendet worden ist 

Setzt man nSmlich wie dort a = 6 = 9), und e 9, so erhält 
man aus (1.)^ 

(2.) K (cp) — 2Eg», — k ' siu cp sin 

während, nach §. 62, q) und 9), durch die Gleichungen: 

(3.) i(sin <y> = sin 9^ und sin ^|.» sin : cos ^ 

mit einander zusammenhängen. Verschallt man sich nun eine Reihe 
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von Winkeln Y^, y,, y^,..'. und 9},, 9)3, 9*4, .... durch die aus (3.) 

gebildeten Gleichungen : 

k sin^i SS sin y^ sin 9« = sin j : 00s j 

ftsin^r, =siny, sln^, = sini9,:cos|y, 



Ifsin 9)„_i = siny„_i sin<3p„ = sin^y^-i : cos 

so gewinnt man aus (2.) leicht das System N ti Formeln: 

E(p = '2Eq>^ — siuy siny^ 
2Eq^^ = 2'£9», — 28in 9», sin/J 
2'£9« =:2'£9,' 2*8itt9>.san}^; 



2— =2-E(3P«-2— •sin^jy.^isiny; 

deren Summe zm der Gleichung tilliit: 
(4.) E(p = 2" £9)« 

— (sin ^sin 4- 2stn9( sin yj -|- 2*sin^« sin yj+ • • • + ^ 'sin^a^i »inyl)- 
Da die Winkel 9, q)^, .... stets an GrOsse abnehmen , 50 

nähert sich = / tiaf'^l — Ä'sin»' mit wachsendem « der Grenze 

und das erste Glied der rechten» Seite von (4 ) verwandelt sich 
nach %. 62 in u = F{ip) 2*^,. 

Die hier beschriebene Berechnnngsweise des liilL-ials E{rp) liefert 
also y.u^leieli auch das Integral F(cp) und ^vü^de sieh deswegen em- 
pfehlen, da in den Anwendungen sehr häufig beide lulegrale zugieieh 
berechnet werden müssen, wenn nur nicht für grosse k die Annähe- 
rung zu langscun fortscbritte. 

4:0 

Beispiel. Berechnung von E(qi) = /d^}fi— (sin 75 sin 9^ 





Man findet nach den 


gegeti 


lenen Vorschriften fttr k 


SS sin 75' und 




= 47» 








Y 


44'56'43",70 




s=47° y 0" 






= 24«38' r',05 




r40",28 


4» 7'40",28 


r% 


= 12*3g' ö^ei 




= 52»2l'12'',60 


tM3'32^32 


y* 


= 6"'2I'32",567 




= 52»40'29M2 


0M9'16"»52 


n 


= 3M1' 5",225 




= 52M5'2l'',79 


0« 4'52^67 
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Es moss, wie bereite in %. 62 nachgewiesen wurde, zu iQg>^ noch 
ein Drittel der letElen DilTeriiiz hinzugeltlgt werden, um 2*^« zu er- 
halten. Man findet so: 

2-9)« = F(y) = 52°45'21",79 4- 1'37",56 = 52°46'59",35 

= 0,92i2ai)ä. 

Der genauere Werth ist: 

/r(y) = 0,9212421, 
weicht also bereits in der sechsten Dedmate von dem geftindenen ab; 
aber bei Anwendung der gewöhnlichen Logarithmentafeln Ulsst sich 
keine grössere Genauigkeit erreichen, da ebi Fehler von einer halben 
Secunde hn Winkel 9», welcher die Abweichung verursa<^t hat, sich 
nicht vermeiden ISsst. Eine genauere Methode der Berechnung wird 
aber im dreizehnten Abschnitte angegeben werden. 

Um nun E(<p) zu erhalten, hat man nur mit Hülfe der bereits 
aufgeschlagenen Logarithmen die folgenden Grössen zu bereäinen: 

sin^p siny» =0,1270611 
28in9),siiiy^ = 0,0412929 
4sin9P,siny^ = 0,0111121 
B^g>^siayl = 0,0028313 
i des loteten Gliedes 0,0009438 

0,1832412 
^Fg}= -0,9212398 

E(ip)^ 0,7mm 

Der genauere Werth ist = 0,7379960 
also der Unterschied = 0,0000026 
8. 119. 

U«b«r den ZasamnMiiliKRg der elliptischen Integrale erster GAttang mit dmeik 

der 2 weiten. 

Die Summe der Gleichungen N. 1 und N. 2 in S- 26 giebt: 

2Aate==Aax,iv)4--^j~j^ 

und das Product dieser Gleichung mit N. 1 flihrt zu der Formel: 
(1 .) no^hx' + 2gobo gxhx = 4r)' + 1. 

Es isl aber 

dfx 

do*gxhx= -7-— 
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Setzt man daber in (1.) 2s statt x und 2v statt v, moltiplizirt 
dann mit d» and integrirt von s = o bis s = dp und bedenkt, dass 

X Ix 

ist, so erhält man: 

X 



Setzt man nun, wie gewöhnlich: 

h(o,v) . 

9{o,vy^ * ^ 

und nimiul an, es gehe {f in g), Uher, wenn sich j; und v in 2a; 
und 2v verwandeln, so wird: 

uuU da man bezeiduiel: 

X 



so ist 



.'.V 



also verwandeil sich (2.) in: 

Nach (6.) io $. 25 ist: 

^(o,2y)* = ^o4o 

und 

also 

(i(o/2vi^£('(3r>,)-t-^(o/2vi'siny, = ^0' E i,q>) Oo' F {^). 
Nach N. 3 uud N. 4 in g. 31 ist: 

S«b«llbte]i, elllftUehe luiegnl«. 13 



194 



Neunter Absclmitt. 



also 

oder 

(3.) 



Wenn aber durch die Subslitution von %x statt x und 2v statt 
V der Winkel tp in 9). übergebt, so hangen nach (.54 N. 8 diese 
beiden Winkel durch die Gleichung 

(4.) lü{<p^~ff) = ls'tsg> 

mit einander /.asammcn. 

Vemiöge der Formel (3.) IJisst sich also ein elliptisches 
Integral erster Galtdii^ stfls durch 2 elliptische Iiiteyrale 
zweiter Gatt uiiii berechnen, deren Amplituden durch die 
Gleichung {4.) aus einander gefunden werden können. 

$. 120. 

Mit Hülfe einer gcuniLli isi lieü Can- 
struction kann man zu diesem Hesiillate 
etwas schneller gelangen, auf einem Wege, 
der zugleich die Formeln der Landen sehen 
Substitution liefert. 

Der Radius MC des Kreises in der 
nebenstehenden Figur sei gleich 1 und 
die Strecke ME ^ eose. Ist dann der 
Bogen AB ~ ^2(p^ und der Winkel BEA, 
den die Sehne BD mit den) Durchmesser 
ÄC bildet, gleich q)y so erhält man die Gleichung: 

( 1 .) sin {2(p^ — (p) = cos fi sin g> , 

wenn man den Abstand MP dieser Sehne vom Mittelpunkte durch die 

beiden Dreieeke MBB und MEP ausdrückt. 

Ist nun der Winkel (p um dg) = BEB' gewachsen, so ist BB* 
— also bilden die Sehnen B'ED' und BD' den Winkel d<p mit 

einauder und das Dreieck BED' gewährt die Gleichung: 

sin d(p sin dqp, 




(2.) 



BE 



biyilizcH^^l^lim 
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Es ist aber BD' = BD ~ 2BP — ^fT- cos eHinq)* und 
Ä£ = y'l-f 2cosecos29j-i-co8«* = ]/( 1 + cos 4cos e sin 



Seist man nun 



cos« , 

=: COS«t 



oder, was ganz dasselbe ist, 

(3.) sin«, = tg^fi^ 

und führt diese Atisdrtleke in die Gleichung (2.) ein, so erhliU man, 
da sin «19 = dg» zu nehmen ist: 

(4 ) dx ^ 1 das 



— cus6j siiia; 



Man kann also, ganz ilhiilieh wie dies in §. 54 und 55 geschah, 
mÜ Hülfe von (3.) aus dem Winkel e eine Reihe von Winkeln «j, 
e,, e,, .... berechnen, welche sich sehr schnell der Null nähern und 
findet dann aus der Cleicliung (1.) eine Reihe von Winkeln 9>,, y„ 9, .... 
welche sehr bald einer festen Grenze ausserordentlich nahe kommen. 

Die Gleichung (4.) lässt.sich kurz als 

» * 

darstellen und führt zu einer Beihe anderer, ebenso gestalteter, deren 
Prodiict die Gleichung: 

e) = F(9pj^,fy)(cos^ficos4fi, cos ^fi, ....)— * 
liefert, in welcher e^, = 0, also: 

«To, 

/' dx 

u 

ist Auf diese Weise lüsst sich also das Integral F{(f ,e) berechnen. 

Man erhält aber eine zweite Rechnungsvorschrift, welche den in 
§. 54 gelehrten ganz yltich lautet, wenn man ME = tg^a* setzt, die 
Sehne DA zieht und EF senkrecht auf AE errichtet. Der Winkel 
ADB ist dann g)^ und auch die Linie CF bildet mit CE denselben 
Winkel g)^ ; denn in der That sind die Dreiecke DEA und CFA ein- 
ander ähnlich, wie man sogleich bemerkt, wenn man sich die Sehne 

13 • 
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DC gezogea denkt-, wodurch man zm\ rechlwinklige Oreieeke ACD 
nnd AEF erhält, die einander äbnlidi sind, also die Proportion ge- 
währen: 

AC:AF = ÄD:AE, 

womit die Äehnlichkcit der Dreiecke DEA und CFA, also die Gleich- 
heit der ^Yinkol FDE und FCE bewiesen ist. 

Drückt man nun die J.iiiie EF diircli die beiden Dreiecke AEF 
und CEF aus, so erhält man die Gleichung: 

(l +tgltt»)tg(y-90 = (1 -tgi«')tg9i 

oder 

tg(qp — qp,) =rCOSatgyj. 
Ferner ist jMi* = tg^ct'siag?, also 

lind 



aina;* 



i^ii: = |/H-2tgia*cos2y, -t- lg^cr' V(l + tg|a*)'- 4lgio'sin9; 

== — - — ^yi— sina'sinffi*. 

cos|a 

Vertanscht man nun lieber die Bczeiehmingcn^ und gf^ mit ein- 
ander, so erhält man vermOge der Gleichung (2.): 

/ *9 dx __ 1 ff'x dx 

„ }/T:-sina'sinx'~2cosiaY ]/^l-sina; 

wenn man aus den Gleichuagcu: 

(6.) ain«, = ig^a' 

(7.) •«(Vi — = COBötg^ 

die Winkel a, und qt^ berechnet. Diese Formeln geben nun genau 
die Vorschriften des %, 54 wieder. 

■ 

Es ISsst sich nun an derselben Figur auch nachweisen, dass ein 
elliptisches Integral erster Gattimg stets durch zwei zweiter Gattung 
ausgedruckt werden kann. 

Nach der Fignr ist 

BE.ED s= ilE . £C — ( 1 4- cos fi) (1 —cos«) = sin 

oder 

BEi2BP—BE) = SMe^ 

also 
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BE = BP-i-PE = 



ÄE'-f sine' BE.BE , sine* 



2BP "^2JJP 




Wenn man nun mit d(p miiitipliciri und dann die Gleichung in- 
tegrirt, so erhält man, da PJE = coS£C08<jp ist, 



weldie Gleicbung offenbar den ausgesprochenen Satz darstellt. 



Nimmt man von beiden Seilen der Gleichung (3.) in %, 21 die Loga- 
rithmen und differenzirt dann zweimal nach x unäaif^ so ertiKlt man: 



Diese Formel stellt nun schon den zu beweisenden Satz dar; denn 
nach (5.) in $- ist: 

€^o'E(^n) = -i7tl"^o 
und nach (1.), (2.) und (5.) in §. 51 ist: 

Bezeichnet man nun das voUstündige elliptische Integral zweiter 
Gattung jetzt nicht, wie Legendre, mit sondern mit E und nimmt 
IDr die Bezeichnung eines solchen Integrals, dessen Modul das 
Complement 'zum «Modul lies ersten ist, so hat man <Ue beiden 
Formeln; 




§. 121. 

Beweis des Legendre'scben Satses: 



Nach N. 10 in % 51 ist aber: 

Daher wird für a; = 0 



vVe (o, v) + v' /" ^ (0, v') = - 2. 
Vermöge (11.) in $. 77 geht diese Formel sogleich über in: 
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Nvnntcr Abiclinitt. 



und 



Nach diesen Formeln ist: 
(2.) EK'= ~invl"q{o,v) 

(3.) E'K = - inv'l" 

(4.) KIC = ^nv^(o, vY = {oyy , 

also, wenn man diese Aasdrücke in (1.) einsetzt: 
(5.) KEf-{-irE-KK*=in. 




§. 122. 

Zu dieser merkwürdigen Formel kaim 
man auch auf einem andern Wege ge- 
langen. 

Dil' knininic Flächt» .4ß(7 sei auf die 
rechtwinkligen Couriiiaaten |, ^ be- 
zogen und die Normale DEN des Flä- 
chcnclcmcnts E bilde mit der Normale 
FEE' seiner Projection E' auf die Ebene 
der 7jL i\cn Winkel a, so dass 

E= 

(■ns cc 

ist. Fiifn-t man abt !• in der Gleichung fincr krinnmen Flache statt 
dei- Coonlinaten |, ly, 'Q neue Veränderliche x und x' eiu, welche mit 
ihnen durch die Gleichungen: 

verbunden sind, so ist bekanntlich das unendlich kleine Viereck 
gleich 

^dx da^ dx daJ) 

und 

^^(fh dri\dxdx' 

^dx dx' dxdx'^ cosa 

stellt einen Theil der krunnnen Fläche dar, welche durch die Grenzen 
der Sunimen/eiger und die Constauten bestimuU wird, die in den 
Functionen 9, tf/ vorkommen. 
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Wbp vollfn jetzt annehmen, es stelle ABC den üctauieu einer 
Kugel vor, deren Radius 1 ist; dann ist 

und 

oosor ^ |. 

In f. 34 fänden wir aber die twiehtige Formel: 
oder kürzer 

(1.) rA'*+i/V'+AT=i, 

in iveldier x und beliebige GrSssen, « und i/ dureh die Formel 
mit dnander verbanden sind. Wir können daber setzen: 

(2) l=A'; ^ = 99'; ^^Äf, 

also 

wo ^(o»»') ii«d 4(0^) kurz durch und bezeidmet worden 
sind. Hiernaob wird: 

Daher 
also 

(3.) S = <i«Wy/'(g+^-l)<ix^x'. 

Bs sei nun, wie gewöhnlich: 
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f =z f{x, v) = y^k sin (f und f = f{x', v') = i^Ä' sin , 
WO A und it' compleuieutärc Moduln sind. Dann ist: 



k 



also ( 

(4.) ^ = siny y^l— Ä"sm9p'' ; ij = cosy cos<)p'; ^ = sin y'/T^Ä'siny', 
und 

E (y, Ä) = /^(y » rfy = 0{o, vyfh {x, vydx. 
Nach diesen Bezeiclinungen verwandelt sich (3.) in: 

« 0 

oder 

(5.) S = F(y',Ä')£(9,Ä) + F(y,Ä)E(f/5',A') -F(ff,/c)F(y',Ä'). 

' 9 Es stellt nun S e'men Theil der Kugelober- 

p flSclic dar. wolclicfi itian dadurch ahL'ren/t. dass 
D, man dem Modul k eiiieu liclicbigen Wci lh, klemcr 
^ als 1 , heilepl und auf dem Quadranten BOC 
jeden Punkt E diireh den Durehselinitl einer 
Ellipse DEF und einer Hyperbel GE'EH be- 
stimmt, deren Gleichungen 




cosijp' 1 — fc'siny 



sieh aus den Wertbeo Yon ij und ( durch die Elimination von tf^ und 
9 ergeben. LIisst nuin z. 6. in diesen Gleichungen den Winkel 9 
alle Werthe von o bis ß durchlaufen, während g/ alle Werthe von a' 
bis ^ annimmt, so wird jeder Punkt getrolTen, der. in dem Räume 
EE^FP liest und die Formel (5.) wUrde den Theil .der Rugeloberfiäche 
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darstellen, dessen Projection diese Figur ist, wenn die Integrale nieht 
von 0 bis ^ und 0 bb (p\ sondern von tp^^et bis ^^fl und 
q)' = af bis iff^ß' geuommen worden wären. 

Jetzi giebt S unmittelbar nur den Theil der KugeioberflSdie an» 
dessen Projection CiyPff ist. Erstrecken sich die Integrale beide von 
0 bis 4 TT, dann ist S offenbar der achte Theil der KugeloberflScbe, 
also = ^7t. Dieser Werth von .5 ISsst sich aber aus der Formel (5.) 
selbst bestimmen, denn der ganze Oetant ist von dem Werthe« welchen 
man k beilegt oder von der Natur der Curven, durch welehe der Qua- 
drant BOC eingetheilt wurde, ganz unabhängig. Man kann daher auch 
k=sO setzen und erhält dann: 

F(inyk) = ^7t = E{^n,k) und E{in,k') = ^ zoscpdq) = 1. 

0 

Nach der Einsetzung dieser Werthe in (5.) hebt sich das erste 
und letzte Glied fort und das mittelste wird {n; dalier ist: 

(6.) F(ifr,A')£tt»,*)+i''a«,*)£(i«,A')-F(i»f,*)Jf(4jf,ik') = 

und diese Formel stellt N. 5 in $. 121 dar. 

Schliesslich mag noch hcinerkt weiden, Ja.ss die Siihstitutionen 
unter N. 2 ganz dieselben sind, welche Jacobi in einer Abhandhing 
„über die verschiedenen Anwendungen einer (ucrkwürdigen analytischen 
Substitution" benutzt, welche sich hu 19. Bande des Crelle'schen 
Journals findet. Jacobi behandelt dort die geodätische Linie auf einem 
dreiachsigen Ellipsoide 

J 2 2 

a ' 

und drückt die Coordinalen durch die Winkel ^ und tf/ in folgender 
Weise aus: 

X = y -^3^ ■ sifl 9 l^dcos 1^* + c sin a 
y = /5cos^cost^ 

s = y — ^ cos^i^c— ocos^'— 6sio^' 

' c — fit 

Ersetzt man aber hier ^ durch iw — ^, so nehmen diese Sub- 
stitutionen die Gestalt. an: 
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and las&cn bo, da 



X iL c — 6 . , 
-T-^&nay 1 smU/ 

* - iiA b — a. j 

~7- =8iniirV 1- sing)' 

c—a ^ 



c—b b—a , 

■ — 1 

c — a c— a 



iBl^ also - — - = und ^ — ^ =s A» gesetel werden kanki, die Iden- 

c — a c — a 

tität dieser Subsiuuiion mit der in N. 2 gebrauchten, sogleich erkeanen. 

§. 123. 

Hülffiformeln. 

Wir steHen in diesem %. einige Formeln zusammen, welche sehr 
hXufig bei geometrischen üntersucliuDgen benutzt werden. 

MultipUcirt man die Fonneln (8.), (9 ), (10.) in g. 77 mil das, 
integrirt die Producte und benutzt die Formeln: 

^ = |^^sin<jp; gx — gotosq)i hx = hoJ<p 
so gelangt man sogleich zu den Formeln: 

X 

in denen die Reihen (1.), (4.), (5.) in §. S 1 benutzt werden müssen, 
wenn man die Integrale aut der linken Seile durch eine Reihe dar- 
stellen v\ill. ' 

Diese Formeln erhJilt man auch unmittelbar, wenn man die Brliehe 

gxttx fxlix fxgx 
fx ' gx ^ hx 

differenzirt und die gewonnenen Resultate integrirt. 
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Das xweite dieser lotegrate giebt 2. 6. die Lünge des Bogens einer 
Hyperbel an und erscbetnt mit dem dritten bei der Bestimmung des 
Inhalts der Oberfläche eines Eüipsoids. Das erste Integral ist zviscben 
Grenzen zu nehmen, welche fx mcht zu I^uU machen. 

%, 124. 

Dm «Uiptisdhe lategnl few«iter Gattung swiachen imAginltrai Gr«oteii. 

Man bedarf in der Folge auch noch der Kenntniss der Formen, 
welche elliptische Integrale zweiter Gattung für imaginäre Grenze oder 
Amplituden annehmen. Cm diesen Zweck zu erreichen, gehen wir von 
den Formeln (16.) und (22.) iu §. 77 aus, deren Summe unmittelbar 
zu der Gleichung lllhrt: I 

^^^'^^ + ^o'Gio*hx* = - V'go - l"gx. 
Diese Gleichung lierert für :i; = 0 (f. 77, N. II): 

so dass man aus der vorigen Gleichung die neue erhält: 

gx Qo" 

Ersetzt man hier v und x durch v' und x' und beachtet 1^. 9 in 
$. 23, so wild: 

(1.) ^ioyyh(ix,vy+o(o,v'ykixwy = q{o,v'y-r^^^. 

£s ist aber nach N. 5 in S. 51: 



also auch 



dx' 

Mit Hülfe dieser Formel verwandelt man (1.) sogleich in: 

&(o,pyh{ix,vydx^d(oyyh{x',vO*da/ =» da^enoyy 

Integrirt man diese Gleiehung von = 0 bis = a;^ so entsteht 
die neu«; 



« 
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ix x> 

(2.) J- 6(0, vff k(A,y)*di + <?(o, vyfh{}^i^*dX 
Es ist aber, vennOge der Formeln des 51 : 

FQbrt man nun einstweilen fllr die eUiptisehen Integrale zweiter 
Gattung die Bezeichnung ein: 

so ISsst sich die Gleichung (2.) so schreiben: 

(3,) y JSrCaPt,»^) + B{afy) = i* -1- tg r^' J [(p',v') , 

Es ist noth wendig, diese Bezeichnungsweisen genau mit den von 
Jacobi eingeführten vergleichen zu können. 

In %. 10 wurde die von Legendre benutzte Bezeichnung: 

y f 

/j^l-üt'siny'rfg» = / J(<f,k)dq> = E{gf,k) 
n 0 
schon angeführt, .lacobi setzt dagegen zuerst in einer Abhandlung im 
4. Bande p. 373 des Grelle'sehen Journals 

(i II ! 

80 dass bei ihm E{u) das ist, was Legendre mit E{g>) = ERm{<p) 
bezeichnen würde. Wenn der Modul k mit angegeben werden soll, 
so schreibt Jakobi auch E{u,k) statt E{u). Er bezeichnet femer: 

j äff dtp ^E und J J {(p,k')d<p = E' ^ 

so dass er das Legendre'sche £' durch E ersetzt. 

Vf. rgleichen wir unsere hier gebrauchte Bezeichnung mit der von 
Jacobi, so jst also, wenn man die Formeln des |. öl gehörig beachtet, 
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80 dass also eine Verwandlung des A in nicht bloss unser y in v' 
sondern auch unser w in f erwandelt. 

Die N. 3 nimmt daher mit Jacobi'schen Zeichen die Gestolt an: 

(3'.) ^E(ni) = tgam («, k') Jsun (m, + u - £(«, k') 

imd ist gleichbedeutend mit 

= fiflg^ + - 0 (0, .'^y^ (A, 

§. 125. 

Hfllfiisltse ans d«r analytisch«!! G«om«tiie. 

Da bekanntlich geometrische Lehren und Anschauungsweisen rein 
analytische Speculattonen auf das Wirksamste unterstatzen und da die 
ersten Entdeckungen in der Theorie der elliptischen Functionen geo- 
metrischen Untersuchungen ihren Ursprung verdanken, deren Resultate 
wir dem Leser nicht vorenthalten können, so fühlen wir uns veranlasst, (ttr 
einen Augenblick unsere Entwicklungen abzubrechen und einige Haupt- 
stttze aus der Lehre von den Kegelschnitten auf eine besondere Weiäi^ 
abzuleiten. Wir tbeilen jeu diesem Zwecke zunächst den folgenden all- 
gemeinen Satz mil, dessen wir spSier bedürfen. 

Der Bogen EB der 
Gurve EBF werde mit 9 
bezeichnet; die Goordinaten 
seines Endpunktes B mOgen 
OA = Xy und ii£=y sein, 
und der Winkel BNX^ wel- 
chen die Nonnale Bfi mit 
der Abscissenachse bildet, 
sei X, Denselben Winkel 
scfaliesst auch die Linie 
OC=p, welche auf der 
Tangente BC senkrecht 
steht, mit der Abscissen- 
achse OX ein. 
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Nach den Aonahmen, welche in der Figur gemacht worden 
sind, ist 

(1.) dx=—d$sml und dy = dscosL 

Projicii't man x und y auf p, so sieht man, dass 

(2.) p = xcosX-{-y^iik 

also 

^ = ^cosA-f-^sinÄ— ojsinÄ-i-ircosi. 
Nach (1.) ist aber 

-^vtCosa 4- -TT^-sinA = 0, • 

also 

(3.) ^ = |,eo8a-««ni = y^ + *g^ = rgj.. 

Die Summe der Quadrate von (2.) und (3.) giebt 

(4.) P'+Cä) = ••+»' = '•'. 

Wenn also der Abstand BC der Normale BN vom Anfangspunkte 0 
der Coordinaten ^ genannt wird, so ist * 

Differenzirt man (4.) nach x und beachtet (3.), so wird 

oder ,wenn man diese Gleichung durch die Gleichung (3.) dividirt, 

/- X , ö'p ds dr 

(5.) p+^ = g^ = r^ = j 

wenn ^ der Krümmungshalbmesser der Curve im Punkte B ist 
HuhipUcirt man (5.) mit dil und integrirt, so kommt 



oder 



(6.) 8-\-q=JpdX, 

Steht im Anfongspunkte E des Bogens » auf diesem senk- 
recht, so verschwinden hier sowohl « als 9 und man hat dann die 
Gleichnng 
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(7.) 



BeilHulig mag noch bemerkt werden, dass man aus (5.) die ntttz- 
liche Formel fUr den Krammungstaalbmesser erhSlt 

rör rdr rdr 

^~ dp ^ d («ooB l + ysin^) ~" q — y^^^ ~ 

§. 126. 

Wir geben nun in den nächstfolgenden Paragraphen eine Vor- 
stellung von der Fruehtbarkeit und Gesehnieidigkeit einer Methode, die 
Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel zu erforsebeii, welche beson- 
ders dann wirksam ist. wenn beide Curven gemeinsehaftiieh der Unter- 
suchung iinlerworlen wei den. Wii' miisst ri uns jedoch dabeW nur auf 
wenige Andeutungen iind das für uns zunächst Wichtige beschränken. 




Es mKgen XX' und YY' rechtwinklige Coordinatenachsen und 
OC^x^ CD = y die positiven Coordinaten des Punktes D sein, als 
deren Maasscinheit OF = 1 gewählt w erden ist Jeder Punkt D der 
Coordinatenebene ISsst sich durch die OleicbuDg 
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(1.) x-{~iy = cos (^—irj) 

als ge;.'i'ben betrachten, in welcher « die imaginäre Einheit und ^ und 
Tj willkürliilH! veränderlicbe Grössen bedeuten. Diese Gleichui^ hat 
die andere zur Folge 

(2.) « — iy = cos{^ -i- 1^) 

und liefert auch sogleich 

(3.) X =t cM^eos'nj 

. sin iij 



(4.) jr = sin^— T- 



wo 



ef4-0-*i , sintr e7^«-9 
costj; = — U — und —r-^ = — ^ — 



reelle Grössen sind. 

Aus (3.) und (4.) folgt 

^ , cos tij sjn t3j 

^ ^ cosr sin^' 

Legt man hier dem $ und 17 bestimmte Werthe bei, so erscheint 
der Punkt D als durch den gegenseitigen Durchschnitt der confocalen 
Ellipse ADB und Hyperbel DSD"' bestimmt, deren Gleichungen (5.) 
und (6.) darstellen. 

Schlägt man um 0 mit den Radien 0F= \ , OB = ^^^^ 

t 

OA = cosii] drei Kreise. iii;iclil den Bogen ■= ^ und zieht den 
Strahl O^E, so wiid OH = los^ die grosse Halbaelise und = sin| 
die kleine Halbachse der Hyperbel DHD"\ während | ihr halber Asymp- 
totenwinkel ist. Durch die Annahme von OA = cos«?; und durch den 
Winkel | ist also der Punkt D besinnnit; denn von diesen Grössen 
hängen die Ellipse und Hyperbel, deren Durchschnitt den i'uakl D 
giebt, nilrit» ah. 

^lmllll man an, (iass der Winkel ^ diircli die Grösse v09,iTj hc- 
stiiMMil wird, oder dass ^ eine Funttioii \on 1] ist, so durchläulL der 
Punkt D ]m einem bestimmten Aldiaii^'igkeitsgesetze eine l)estiinnite 
Curve. Lässl man aber OA oder ry cunstant sein und nur den Winkel 
I sich ändern, so durchläull iu diesem spueiollcn Falle der Punkt D 
die Ellipse ABÄ'B'. Würde umgekehrt der Winkel ^ eonstant ange- 
nommen, v-iihrend die Gi'üsse \ou cosiiy sich ändert, so bewegt sich 
der Punkt auf der Hyperbel UMD"'. 
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Die Formeln i'^.) und (4. ^ i^Amx m beiden KSllcti die Constniclions- 
weisen der HIllipM' niitl M\ j)i'iijt'l an; deini >venn der Kreis vom Radius 
cüsi?y (invt'iaiidi-rlidi .uedaclit wiid und man /iclil den Straiil OK. so 
ist in dem reclitwinlvligen Dreieeke OEC die Kathete OC=0£cos|=a;, 

und da 0&£=^2y2, so ist jDCs= (M7sin| = 9, wenn G1> senkrecht 

auf £r steht. Kin anderer Winkel f flicht also einen andern Punkt 
<lei' Ellipse ADB, Denkt man siel» aber den Winkel ^' als unvcr- 
änderlieii und lci!t dem ?; verschiedene Werlhe hei. wodurch OB 
— i'^F'— OF' ebenfalls andere Werthe crhJilt. sn liefert dieselhe Con- 
stniction ofl'enbar eine beliebi^'e Anzahl von Punkten der Hyperbel 
DÜD"*. — Ziebl man beide Seden der Gleichung (I.) von i ab und 
addirt sie dann 2U 1, so erhält man sogleicli 



und wenn man t mit — t vertausebt 

\ -\- x — iij =^ '1 eos 7] -f" 
Die Prodnele tlei' eisten dieser Gleichungen mit der dritten und 
der zweiten mit der vierten geben die Formeln 



Bezeichnet man also den Radiusvector FD mit ^ und den PD mit 
^^ so stellen die Quadratwurzeln ans diesen Gleichungen diese Veetoren 
unter der Form dar 



fahrt zu deu bekannten Eigenschaften der Veetoren der Ellipse und 
Hyperbel und lehrt eine neue Bedeutung der Verttnderliehen | und 
kennen. 

Das Product der Gleichungen (1.) und (2.) giebt» wenn der Radius 
OD ^ r gesetzt wurd, 

(1 1.)' r' = K<^2«7 + costi7*— sinf 

Sob«llt«eli, «mpatehe imegTRle. 14 



1 ^x^iy =s 2sin^|— 117)' 
l+aj-l-iy = 2tt»Kf-«7)* 



( 1 - xY-\- if = A sin - «;)"^sin + t,y)-' 
(1 ^xf-\-f = 4cosi(|- ti7)'cosi($+fi7y. 
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und das Product von (7.) und (8.) 

(12.) hq' = i(cos 2tt7 ^ cos 2^) — costi}*' cos 

LSsst man den Bogen F£ um wachsen und bestimmt durch deu 

Strahl O^Ef einen neuen Halbmesser OD' = r' der Ellipse, der in 

unserer Figur nicht geteichnet ist, so ist nach N. 11 und N. 12 

(13.) = costiy*— 8iD(i« + S)' = costV— cosj" = ^^'^ 
'Die Radien r und r* heissen belcanntUch conjugirte Halbmesser 
der Ellipse. Die Summe und Differenz der Gleichungen (11.) und (12.) 
führt ta den Formeln 

(14.) r--| o^' = cos2ijy = r'+H* 

(15.) r'-Qo' ^ cos2| =^ r'-r'». 

Das Differenzial der r.Ioj(huii<.'en (1.) uud (2.) ist» wenn | und als 

veränderlich betrachtet werden, 

(16.) dx+idy = -6in(f-«?)(d|-iaf?) 

(17.) dx^idff = - sin (g+hiXdg^-idij), 

Das Product dieser Gleichungen gieht 

dx'-\^ dy' = 4(cos2i>7 - cos2|)(df + drj') = r"(rf|'-f rfi?'). 

Wird das Howneh nient der Ellipse mit ds bezeidmet uiiu das Bogen- 
elemenl dei üyperbel mit rfa, so ist also, da im ersten Falle ^ und 
im zweiten | coustant ist, 

(IS.) dt = r'd^ ~ d| \/cösirj'—'cös^ 

(19.) da = r^dij = dtj ^/cos tjy'— cos |*. 

Aus den Gleichungen (16.) und (17.) oder unmittelbar aus (3.) und 
(4.) ist (Ur die Ellipse 

dxt= — sin|co6ti7d$ 

dy= co&i—j-i-d^ 

uud für die Hyperbel 

/ , ^siniw. 
(21.) U = cos|-^<i, 

( = sinfcosti^cl^. 
lUDiV die Tangente an die Hyperbel dar und wird der Winkel 
DNX durch ß bezeichnet, so ist aus (21.) 

(242.) tg/J = ^ = ttg^cott,. 

Aber die l^ngente des Winkels, den die Normale der Ellipse mit der 
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Abscissenachse bildet, wird aus (20.) durch die Gleichung gefuiideu 

dx 

Daher ist die Tangi-iUe der Hyperbel zugleich Moruiale der Ellipse, 
beide Curven schneiden sich also rechtwinklig. 

Bezeichnet man den Winkel (X)D oder Bogen Fa mit so giebt 
der Quotient von (3.) und (4.) 

cot.a = tcotlcotii; 

oder auch 

(23.) tg^ssttgocot«}. . 

Vergleicht man diese Formel mit N. 22, so ergiebt sich, dass 
wenn man in (23.) | mit ß vertauscht, dann a in | Qbergeht, oder 
das» wenn man vom Diirebschnittspunkte L des Strahles OE mit der 
Ellipse eine Parallele LM zu OY zieht, der Strahl OM der Normale 
DN parallel ISuft. Auf diese Weise Ifisst sich also im Punkte D eine 
Normale oder Tangente an die Ellipse construiren. 

Füllt man von 0 ein Loth OP auf die Normale- DN, so wird, 
wenn man DP mit p und OP mit q bezeichnet, 

p = r eos(j9 — a) und q = rsln (ß — a). 

Sucht man aus (22.) cosß und dann sin/?, so findet man sogleich 

!, a w sin in 

r'sinß — siulcosij^. 
Aber nach (3.) und (4.) ist 

I' rcosa = cos ^ cos t?^ 
. f. sin in 
rsina=ssin£ — 
t 

Daher wird 

/*>ß \ sin2ij? . sin2| 

Eliminnt man aus (24.) und (25.) den Winkel |, so erfaSlt man die 
Formeln 

(27.) }^^^ß'=^'^ = P 

(28.) ycosi,'-cosa' = ^. 

Die linke Seite von (27.) ist aber olTenbar der Radius OL, daher ist 

OL^DP, 

14 • 
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Neunter Atwcbnitt, 



Nach N. 18 ist dei Bogen ÄD der Ellipse, wenn mau der Kürze 
wegen costi; oder OA = a setzt, 



3 =^ dAyo*— cos A*. 

(I 

Wenn k alle Wertlie von 0 Iiis durdiltiuft, so l)edmilet s den 
filipt istheil Quiitlraiiten ADß; nimmt also k alle Werlhe von ^ l»is 
■^n — a an, so stellt das integral 

in 



üdei-, was dasselbe ist. 



den Bogen BD dar, wenn QE^^a ist 

Nach dem allgemeinen Salze N. 7 in % 125 ist 

/ ^ 

(29.) s^q = Idl jV-sinü* = y 

wenn man fUr p seinen Werth au^ (27.) einfttliil. 

^ Das integral drtteiit nSmlich einen 
Bogen Biy — ^ der Ellipse aus, dessen 
Endpmnltt ly so bestimmt worden ist, das» 
der Winkel QOP == ÄOM gemacht und 
E^iy parallel OQ gezogen worden ist. 

Schneidet man also aufdemKreis^ 
quadranten AQ gleiche Bogen AM und 
QW ab, zieht ML und FZ>' parallel OQ, 
wodurch sich auf der Ellipse die Punkte 
L und ly ergeben, zieht dann noch 
die Radien OE und OF, dann ED und L'M* parallel OQj so sind 
die Radien OM und OM* den Normalen der Ellipse in den Punkten 
D und parallel, also die Lothe DN = q und D^N* = 9^ auf diesen 
Radien geben die Abstünde dieser beiden Normalen von dem Mittel- 
punkte 0 der Ellipse an. Nach (29.) ist also der Ellipsen-Bogen 
AD^s mit der Geraden DN = q zusammengenommen so gross wie 
der Ellipsen -Bogen BD* = a'. Ausserdem ist' aber auch 

ND^lPD^l 
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deoD nach f. 126 ist 

dp 

also nach N. 27 

_ sin 2^^ sin2(|;r — /?) 

Nach N. 26 war ab^ 

■ _ 8in2^ 
^■"2ya--cosr 
Vertauscht man also | mit 4*7-— /äf, so iverden beide Grössen 
einander gleich, womit die Behauptung ND = IV'iT' hewieseti ist. Zieht 
map also von dem Bogen Biy die Strecke I^JV' ab, so ist der Rest 
ebenso gross wie der Bogen AD, 

Nimmt der Bogen AD = $ einen andern Werth an, dann ver> 
wandeln sich auch q und ^ in zwei andere Grössen q^ und weiche 
durch die Gleichung 

mit einander verbunden sind. Die Differenz dieser und der Gleichung 
(29.) ist 

Sind daher auf der Ellipse irgend zwei Punkte D und D^ gegeben, so 
kann man zwei andere und D'^ auf ihr bestimmen, so dass der 
Unterschied der Bogen D\D^ und I>,1> eine in endlicher Form angeb- 
bare Grösse q^-^q iSL 

Dieser Satz ist als die erste Entdeckung in der Theorie der ellip* 
tischen JE^unctionen zu betrachten und bereits in der ersten Hälfte des 
vorigen Jahrhunderts von dem Grafen Fagnano gefunden worden. 

Dieser Salz tiber die elliptischen Bogen ist übngens nichts als 
ein specieller Fall der Gleichung (2.) in §. 106 

= £(/)H-A'6inasm/9siny 

in welcher y z. B. durch die Formel 

tg(l«-4y)='''"~'^"'^— 

bestimmt ist. Denn setzt luaii ainy = }7t, so wird 

£{a) = £(/?) + *'sina8in/? 

und 

Cosa 



sin/9 = 



Ja 
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In dieser Gestalt wird man unsern Satz nach kurzer üeherlegung 
leicht wiedererkennen. Aus dem ailgfiiuiiicii Sat/e Ijisscri sich übri- 
gens leicht andere Vergleichungen elliptischer Bogen ableiten, die aber 
hier übergangen werden soHea. 

S. 127. 

Die Reetffiostion dw EllipM ond Hyperbel. 

Nach N. 16 in §. 120 ist 



II 



die Länge des RUipberi-Bogens AE, 
wenn die Excentricität der Ellipse 1, 
die grosse Halbachse a und der Win- 
kel AOD -~: ^ ist, wahrend ADC 
einen KreisquaLltantcn darstellt. Ist 
aber der Winkel COD = g), so stellt 

? } 

s = a ^j-siny' 

den Ellipse n-Bogen BE dar. 
Dieser Bogen wird also durch ein elliptisches Iiitcpral /.weiter 
Gattung ausgedruckt und wegen dieser geometrischen Eigenschalt der 
einen Gattung hat die ganze Klasse von Integralen den Namen der 
elliptischen erhalten. Setat man die kleine Halbachse der Ellipse = h, 




also b = ia'—U 80 ist — = k, also b~4- 
nehmen. Femer 

ho ^ 1 . 



und V = — anzu- 
a 



also 



X 



Wenn a md ß Ob grosse und Icleine Halbachse der Ellipse 
gegeben sind, so dass also die Excentridtit nidit = 1, sondern 



Yon den «lüptiiehan faitogvalen iweiter OaXtmg» 315 

— = e ist, so hat man — uad — statt a und b, also auch — 

a ae «e oe 

statt t ZQ setzen, damit 

9 

(1.) f =s a y^fl^pl^l— e'siny* 

den Ellipsen-Bogen darstellt 

Der b^erbolisdie Bogen ItD = <r in Fig. 1 wird durch das In- 
t^pil gegeben: ^ 

O = ydi^y' cos 1^ — C08 1' = ^diy)/sin|'— sinijj'. 

13m den h^pfirbolischeu Bo^cn zu orhallen. dessen Endpunkt 
1? durch den Winkel HOD =^ a ItLstiiiimt ist, hat man zur Berechnung 
von ij nach N. 3 und N. 4 in §. 126 die Gleichung: 

(2.) = = ^^^eM-T 

oder 

(3.) V = i|/sin($-h«) -i5in(|- a)). . 

üm das hitegral 

, 0 dj;^]/ sin I' — sinii^' 

in bekannter Form ei-scheinen zu lassen, könnte man, wenn das erste 
Glied in der Wurzel grösser als 1 wäre, ganz wie oben hei der Um- 
formung des Eüipsen-Bogens verfahren, hier aber, wo es kleiner als 
1 ist, musB man 

(4.) sinti7 = £f(«p) 

setzen. 

Nach §. 23 (7.), (8.), (9.) ist aber 
so da SS 

würde. Man wird also unmittelbar darauf hingeftthrt, anzonebmen: 
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und 

(«•) ™* = iC" 

deun dann wird: 

' ho* ho yx ho gx 

ferner 

' ' Ao hogx 
und weoD man (5.J difiercrjzirt : 

cosina» = >- • — ; (Ix» 

Daher ist 

gx 

folglich nach N. 2 in §. 123: 

Da nach S. 119 jedes F(ip) durch zwei elUplische Integrale zweiter 
'Gattung ausgedrückt werden kann, so lässt sieh also die Berechnung 
des Bogens einer Hyperbel anf die Berechnung zweier Bogen einer 
Ellipse zurückfuhren. 

Die Annahme (6.) führt auch, in Verbindung mit (3.) und (4.j, 
die Gleichung mit sich: 



ferner 



utid nach (2.) 



und 



sin in 
^ tsm§ 

tgt'iy sinf/3sin^ 

» l/i— cos^'siDy* 

Igözs Itg^ sin y 

cot Istnet 

ysin($4-a)sin(^— a) 
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SKehnter JLbselmltt. 

Von den eliiptisclieii Integralen dritter Gattung. 

S. 128. 

Die Bezeichnung, welche Jaeobi fttr die elliptischen Integrale dritter 
Gattung gewählt hat, ist folgende: 



n 



'A^s in am Ä c os am Ä J n m A ni'amttdt* , 

1 -rsin^^l^m^aiuir" ~ 



0 

Um die Legendre*sche Bezeichnung, welche schon in f. 10 ange- 
führt wurde, von dieser unterscheiden zti können, fügten wir bereits 
in 107, nach dem Voi^nge des Herrn Durfege, jener einen Zeiger 
bei und setzten: 

so dass also, wie man sich leicht Oberzeugen wird, die Gleichung 
( 1 .) /7i (y, - Ä'sia^ am ^) = « 4. n («*, A) 

den Zusammenhang des Jacobi'schen Zeichens mit dem von Legendre 
gebrauchten ansdrOdct. 
Setzen wir: 

^ =^Tk = ^ IT' " -Jji = = 

also 

amilcsa, sowie amit = g), 



so wird 

9 



(2-) 



/Z(«,il) = — - /-- _ 

tgaj{i — ksuiasinf 



nach einer Bezeich rumg, die wir bereits in§. 107 benutzten. Es war 
dort gezeigt worden, dass 
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(3.) n{u,A) = P{x,a)^x\!Qa-V^^l^^^y 

und IUI die am angeführten Orte abgebrochenen Entwicklungen wieder 
au&unebmen, wollen wir zunSchst einen Satz Uber, die Addition der 
Parameter beweisen, welcher dem in % 107 bewiesenen Uber die Ad- 
dition der Amplituden entspricht 

Ersetzt man in (3.) erst a durch h und dann durch a-}-^» so 
erhSIt man: 

Pl*.« + *J = ^<'ö(a + 6) + i/§[?±J^^J. 

Ziclil man von der Suruiue der beiden ersten Gleichungen die 
dritte ab, und benutzt (3.) in §.71, sowie die Formel: 

welehe sich aus (1.) in §. 106 und (4.) in'S. 113 sogleich ergiebt, 
so gelangt man zu der Gleichung: 

(6.) P(«,a)+P{x,6) = P(«,<i+6)H- <iofio/iif6/'(«+6) 

1— fofftfaftg+d— g)> 



welche man das Theorem Uber die Addition der Parameter m den 
elliptischen Integralen dritter Gattung nennt Mit HQlfe der Formeln 

(1.), (2.), (3.) in §. 30 lassen sich hier die Functionen 

welche letztere in P(xja-^b) vorkotninu durch die bekannten Func- 
tionen fa, fb, fx und die ihnen entsprechenden g und h, ausdrücken. 

f. 129. 

Die elliptischen Integrale dritter Gattung müssen je nach dem 
Werthe des Pai-ameters n durch verschietlene türuieln berechnet wer- 
den, namenthch wenn man sich der älteren Bezeich nungsweiseu be- 
dient. Da aber eine Kenntniss dieser Bezeichnunt;sweisen und der in 
ihr ausgedrückten Formeln unerUisslich ist, so wollen wir in Folgendem 
bei einigen Hauptsätzen beide Darstellungsweisen neben einander durcb- 
ftthren. 

Wenn Jacobi den Parameter n durch — iSf'sin'aniil ersetzt," so 
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wUrde diese Darstellungsweise nur so lange xalüssig sein, als » zwi- 
schen 0 und —k* liegt. Sobald jedbeb der -WerUi von n zwischen 
andere Grenzen föllt, so muss Ä imaginäre Werthe annehmen, wenn 
diese Bezeichnungsweise noch anwendbar sein soll. Denn wenn man 
setzt 

Ä = — a, 
n 

so wird 

^i+lf s=^(ai+i«) und i44-lCt = ^(a-|-*i'i), 
IC 

da y s j!V'p> ist Gebt also in den Jacobi'schen Formeln A\ViA%-\'K 

Über, so verwandelt sich in den unsri^'en a in ai^ \n und wenn A 
in i4 -f- K'i übergeht, so muss a imi a -f ^vi vertauscht werden. Nun 
ist nach dem Früheren: 

/ dl _ dl _ M _ 2K' , 

(2.) smamii = sinam ~ a = ^ = sma, 

also 

(3.) miiJn(Ai+IC)^—^^ VJ^i-Vk^a^'r ^i^^^') 

und 

(4.) ^..,A + K'i)^üa±*^=.^^ = ^^ 

Nach N. 1 in §.126 ersetzt Jacobi das Legendre'sche n durch 
— üt'sin^amil; geht also A über in: 

Ai; iü-hiT; A-^-UP, 

so verwandelt sich entsprechend n oder — Ä'sina' in: 



J{a^,hfy' sin«' 
Reicht also n 
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I) Ton — oobis— 1» so wird » = — &'sin'am(-4-HÄ^'») = — 

II) von —1 bis — *•» 80 wird » = -.*Wain(ili+iC) = — ^jjTj^ 

nn von — it' bis 0, so wird n = — /c'sin'amA = — Ä'sina' 
IV) von 0 bis oo, so wird »= — k' sin' am Ai = k^i^a'^. 
Mao bat nun vermöge (3.) in §. 128 die Formeln: 

(6.) mu,Ä-\-K'i) = + + 

(7.) JZ(«,i«+if) =*<'Ö(«+i«) 

Wendet man also mi' Tiausforiiiation dieser Ausdrücke die For- 
meln des §. 21 und §. 22 an, so gelingt es sehr leicht, sie in folgende - 
zu verwandeln.: 

j ^ * . ,/sinara(i4 — fi)N 

..V , ,,tgani(i4,A;') 
(9.) m<',Ai+K) = >m»,At) + ukj^^^^^^ 



/ Ä* sin am M cos am w N 
~ Vcot am (il,*')^m (Ä,kf) JtimJ 



Um z. B. aus (6.) die Formel (8.) abzuleiten, entnimmt man aus 
$.22 N. 2 die Formeln: 

ö (aj - a - ivi) = (fl - a;) e'(^«)+4% 



so wie ' 
Daher ist 

und 



|r^(a4.^) = r^a-« 

Mit BenuUung dieser Formeln verwandelt mau leicht N. 6 in: 
Zieht man nun von dieser Gleichung die folgende ab: 
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d(a — x) 

SO ist der Rest: 



Es ist aber 



ferner 

fa= ^k&ittdimA; = j/p cosam4; 
ha = yjj^JamÄf{a±sti) = i/Äsinaiii(il + «), 

ond endUeb 

und somit ist die Gleichheit von N. 6 und N. 8 nachgewiesen. 

Man ersiebt aus N. 9, dass in dem zweiten und vierten der vier 
aufgezXhlten FSlIe, welche hei dem Werthe von n untersdiieden 'wer- 
den mUssen, das Imaginüre in den Formeln sich nicht vermeiden tösst* 

$. lao. 

Für den weiteren Fortgang der Entwidmungen bedflrren wir zu- 
nächst einer Reihe von Formeln, welche ähnlich wie die Formel (3.) 
in f. 128 aus den Formeln (5.), (6.), (7.) in 27 gebildet sind. 

Behandelt man diese drei Formeln in gleicher Weise, wie die 
N. 4 des §.27 in $.107 benutzt wurde, so gewinnt man sehr leicht 
folgende vier Gleichungen: 

X 

»ff /' fx^dx , ,ß(a — x) 

*/ \—fa fx* ' ^ ti{a^x) 

X 

'{fx'-fa' (t{a + x) 

v 

J ha hx — i ' ^ ^(a-}-a?) 
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Mit HUlfe der Formeln: 

rda = r^a - Vfa = l'tia - l'ga = föa - Vha 

verwandelt man diese vier Formelo ohne Mühe in vier andere^ von 
denen z. B, die erste so gewonnen wird, dass man x¥0a durch 

xl'^a — Vfa Jdx ei-betxi. Man erhüU aui' diese Weise: 

0 

X 

Benutzt man noeh die Formeln: 

fara == — ^^^^ = — 

und die so häutig angewendeten aus |. 2d, so erhält man im Gancen 
noch 12 Gleichungen, wenn man Pda nach und nach durch P^a, 

P^ ersetzt. 

Die sechszehn FormeUi, welche man auf diese Weise gewinnt, 
lassen sich, wenn 

xVea=^A und U^SßZ^^ß 

gesetzt und die sechs ahiiliclien Ausdrücke, wt'lche sich von diesen 
nur durch die Zeigei* der- Theta unterscheiden, durch dieselben Zeiger 
an A und B angcdeiitet weiden, sehr übersicijllich darsteileo, wenn 
man folgende Abkürziingcu anwendet: 







_fa'hx'-{-ga* 


faf'a 




hahfa 


fx*-fa* 


_ gx*'^ga* 




fara 




^ haWa 


ga^—ha^fx^ 


_ fa^— ha^gx^ 


1 -htt*hx* 


fafa 


gaffa 


hah*a 


ga'fx'-'ha* 


_ ga^gx* + 1 




faf'a 




haVa 



Wenn die nateie Grenze der Integrale 0 und die obere x ist, so 
nelunen mit Hülfe dieser Bezeichnungen unsere sechszehn integrale 
folgende Formen au: 



üig 
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(i ^ 




— 4 J- A 

— A| 1-1» 


/■ dx 
J ha^ 


— Ä 4-B 




• \*v 


ffx^dx 
J P 


= Ä4-B 

~" A MM 


ffx'dx 
J ga'R 


— -^1 -r 


\lV.t 




/'gx^dx 
J ha^P 




/'gx^äx 
J fa*R 




^ii \ 




fhx'dx 
J ga'P 




J R 




(i2.) 


(b.) 


fdx 

J Q 


-p X*j 


J'ga^S 


— A JL. R 


Kr***) 


(6.) 


/ (x*dx 
J fa'Q 




rfx^dof 
J ha*8 




(14.) 




/'gx'äx 
J ga'Q 




y yx dx 

J 8 




(160 


(8.) 


/'hx^dx 
J ha'Q 


==^+«. 


/'hx^ dx 
J fa'S 




(16.) 



Durchläuft in diesen Integralen die VerHnderliche x reelle Werthe, 
so uiuss iu denen, bei welcbeu im Nenner Q, R und S vorkommt, 
die Grösse a imaginär oder complex gedacht werden, damit dieser 
Nenner nicht verschwinden kann. 



131. 

BednetioB dw elliptiMhea Integnl» dritter Uattung mit verschiedenen 

Psrameteni. 

l.iii (Jicsc Ueductioiieii, die schon in §. 129 betjonnen wurden, 
aul" Uie zweckmässigsle Weise auszuführen, zielien wir von der N. 2 
des §. 130 die Formeln (Ü.). (10.) und (14.) ab, uaclideni wir für 
Q, Ii, S die Ausdrücke eingeführt haben, in denen fx erscheint, Wij' 
erhalten auf diese Weise: 

Diesen Formeln kann man leicht durch Anwendung der bereits 
in S- 130 henutsten Mittel die Gestalt geben: 
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(4V f I K (' '"■ - ' , f'<' + '') I 



X 



X 



(5.) 



II • ' M 



Aus dit'scn Foniielu kitt i iii.iii jioili zwei andere ab, wenn man 
sich zunächst uus den ei'stcu 3 Gleichuügcu auf Seite 107 die folgen- 
den gebildet hat; 

W i'gx-l'yy f{x ~-y)' h{x^y) 

Q N VJuD^rVJ^y _ f{x-\-y) y{x- y) 

UDd dann (5.) und (6.) von (4.) abzieht. Man erhalt auf diese 
Weise, wenn man die erste der so gewonnenen Gleichungen durch 

V-s und die zweite . durch ^ dividirt, die Formehi : 
Äa* gar 

X X 

, ' f , / go* ,(fka—lhx\, 

von (ItMiL'ii die (10.) der ('4.) gleich ist inid nur wogfii dei- SyjiinieUie 
mit den übrigen duj'cii Benutzung der N. 7 eine etwas andere Form 
erhahen hat. 

Wir wollen nun in den drei Fonueln (4.), (5.), (^ü.) die bekann- 
ten Substitutionen einfiUiren: 
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fa =5 Vküaa; ga = |/ y cos«; *a = ^ 



I k 



UQ^ aus f. 30 die Formeln benutzen: 

/"(a -r x) _ fa gxhx -} fxgaha cot $ //^ -f <'ol « Ja 

f{a—x). fagxhx — fxgaha ~~ cot|^|— cota^/a 

g(fl + ag) _ gagx — fahafxh x _ 1 — tgg^atggJ| 
jr(a — a:) fl^a^ -j- fahafskx "~ 1 -|- Ig« 4a tg^^^ 

A(g-t- J?) _ hahx—fagafxgx ^«^|— ysinacosgsip|co8| 
ik(a — ap) ÄöÄar-l- fagafxgx ^a^^^-^- A'sinacos asin ^cos^'^ 

Setzt man hier noch: 

^^''•^ tg«^^^^^'cotacot{"^^^' ^«>/| 

und wendet die iN. 16 in §.51 an, so verwandelt man die Formeln 
(4.), (5.), (6.) leicht in die folgenden: 



(14.) 



(15.) 



J (l-A*8intf*sinA')^A "^1 / _8iaifN^^ 

0 V sinaV 

/•t d X , dl 

II \ cosa / 



u 



'dl 



S c b« I Ib «eil , ^IpiUcbe luefrale. 



15 
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% 132. 

Fahrt man in den drei Formeln (4.), (5.)^ (6.) statt dea reellen 
Arguments a das imaginäre ai ein, and benutzt die Formeln aus %, 23: 

f^'^wyy ^^J{^y ^^W^^y 

indem man noch, der KOrze wegen, Aa'^); h{a%i^) durch 

r» fft ^ ersetzt, so nehmen diese Formeln fUr 

fj:^hi-^^' ^r-^^' s-A'.te-** 
die folgende Form an: 

U . ff t) / 

Jx+L,ß' J'-P^* 

Bilacht man hier die Substitutionen: 

/» = f^Ä'sma'; p'=[/yC0sa'; A' = — ^^j-^ 

so fuhrt man diese Gleicliungen leicht auf soU-lic zurück, in denen die 
Integrale die gewöhnliche Forin der elliplischen dritter Gattung ange- 
nommen haben, in äfinlirlier Weise, wie dies in den Formeln (14.), 
(15.) und (16.) des §. 131 der Fall war. 

Aus N. 2 ergiebt sidi «lonn, dass ein Integral, dessen Para- 
meter n grösser als der Modul k ist, stets in ein anderes 
verwandelt werden kann, dessen Parameter kleiner als 
k ist. 

Die Formeln (3.) utkI f 1.) liefern ausserdem, in Verbindung mit 
(14.), (15.) und (16.) die Mittel zu den in %. 129 als erforderlich 
nachgewiesenen Reductionen. 



. Digitized 



Von den elUpti:ii:lie]i Integralen dritter Gattung. 227 

f. 133. 

Die wichtigsten der in-den beiden letzten Paragraphen gewonnf iit u 
Resultate lassen sich auch auf eine andere Weise ableiten. Bestimmt 
maa Dämlich eine veränderliche Grösse y durch die Gleichung: « 

so wird: 

+ » = (1 — 1 — + «e')f 

SP 

und «eim man annimmt, es sei 
und 

e = ab, 

so wird 

i/H a = (i + C« 4- i»)» + flö»') = -i- (1+ <«?)( 1 + to). 
DifTerenzirt man diese Gleichung logarithmisGb, so erbllt man: 

lyjL = ( g - _1 —)dx=^ (\ ! 

1 

und wenn man diese Gleichung wieder durch dividirt 

und dann integrirt, so gelaugt man zu der Formel: 

y "* dx ^ /* dx ^ /'dx r dy 

in weicher 

ip{x) = ]^x{l — x)(\-'abx). 
Setzt man a:=mk und 6 = so ist stets: 

J,.+(i+«»)(,+Ay 

wenn 



15* 
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und 

Diese Gleichung (1.) Btelll die N. 1 in 131 dar. Da man auf 
demselben Wege auch zu N. 2 gelangen kann, so wollen wir die dazu 
erforderliche Rechnung hier niittheilen. 

Man bestimme y durch die Gleichung 

y(l — cx) = \ x{l —x){i - ex) = ipX. 

Dann wird 

f 

und wenn man annimmt, es sei 

a = — K- uud c = a + 6 — a6, 
ab 

so wwd 

Differenzirt man diese Gleichmig logaritbmisch, so erhttlt man 

^abydy f « _, ^ . —)dx 

l-«fl^y*~'\l — fla?^l— 1 — ca?/ 

_ / o— c . b—e I \ <fa? 

und wenn man diese Gleichung wieder durch y = j-^^ dividhrt und 

dann luleüiirl, so gelangt man /.u tlcr Formel 

/• dv /'dx 



!Xi 1 — X) 

c = a + 6 — a& und y = | 
und die N. 2 in etwas veränderter Gestalt darstellt. 

S- 134. 

VertauscLuug der Parameter mit den Amplituden. 

Wenn zwischen x und ^, a und o die beiden Gleichungen Statt 
finden: 
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(1.) = xQo'; Fa = a^o* 

uod man benutzt die Bezeichnung, welche in g. 107 eingeführt wurde, 



« ^-0 

_ r dl ^ r 



. , , „ ^ 



so ist 

(2.) • P(^„) = .wa+i,||^ 

also, wenn man x mit a vertauscht und berücksichtigt, dass Oi^—») 
= ÖS ist, 

(3.) J.(...) = aW»+l<fc|]. 

Nach §. 113 N. 4 hat luaa aber, wenn y mit | vertauscht wird, die 
Formel 

(4.) ^o'E[^) = l'dx — xV'^o. 

Multiplicirt man aiso (4.) mit a inul vertauscht nachher a mit x und 

a mit I, so erhält man die beiden Gleichungen: 

Fg.Ea = xffda — a(xtV*Cifi. 

Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist aber der von N. 1 und 
IS. 2 gleich, so dass man also zu der Gleichung gelangt 

P{x, a) - F{a, X) = F§ .Ea—Fa.Ei== xi'Oa — al'Ox 

oder 

Ja r FsingMnTrfX f fe^sinlMnA^A 

tgaV (l-.*«8in«'8mA*)2fÄ tg^V [\ -fc'wnf sin 

oder auch 

Ja I ^ ^ 7; ^ 

^^'^ tgö" / (1 -Ä'sino'sinjl*) JA tg| 7 (1 - Ä'sinl'sinA') JA 
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Diese Formel lehrt ein elliptisches Integral dritter Gat- 
tung in ein. anderes derselben Gattung zu verwandeln, in 
welchem die Parameter und die Amplituden mit einander 
vertauscht worden sind. 

S. 135. 

Die beiden folgenden Paragraphen werden tins noch zwei Shnliche 
Sätze kennen lehren. 

Es ist nach N. 7 in $. 130 

Man setze, wie gewöhnlich, 

JF(«, *) = F(«', »0 = (o, py = a'<i(tf, v^y 

Vertauscht man in (1.) a mit ai und x mit 6, so erhält man nach 
der Division iiiil i 

ß 

/(l+oota'«sinl»)if(A,*) 

" " da ^''^(6-f-at,j/)' 
Vertauscht man hier /iinachst a mit b, also a mit ß und dann v mit 
also Ä, fl, a, entsprechend mit Ä', o', 6^, a', /J', so ergiebt 
sich die Gleichung 

\k) /' cos AVA 



(3.) ^ /: 



tg|J y (l+cot/?'sinÄ')4Ä,A') 

-1 ^, dmb%v') ei(b'i-a \ v') 
db' *"^(a' + ^'t,v'j* 

Nun ist 

f 5X 



also 
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Oder da 

/(-l) = ni 

ist, 

^ r ^(6 + ai,>') "^(o' + //'i,»/)""''"*"~~'^"^ * 

Die SumiDe von (2.) und (3.) führt daher zu der Formel 

^ tg«' y(l+coto"8ioAV(A,*)'^' Ig/Sy (l+coV?'8inAV(***') 

Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich umformeo, denn es ist 
nach %. 21 



/ — 



Da aber da*:da= vm =^dV:db^ so fuhrt die Ableitung dieser Glei- 
chungen nach a und b zu 



(60 



dlöja', v') ^ Jv dl(\{ai,v) 2a 
da' 7 da TT 

dlO{b,v) _^v' dl(ii^b'i,v') W 



db f V db' n 

Nun ist nach |. 113 M. 4, wenn man diese beiden Formeln anwendet 

Mit Hälfe dieser Gleichungen und der N. 1 in 1. 120 gelangt man, 
irenn die Gleiehiuig 

berUclksichtigt wird, zu der Formel 
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^ da ^ p 

also endlich 

ß a' 

(8 ) /• eogX*<a J(ß,k) r CQgA'itt 

^ tg o' y (1 -f cote"5mAV(^,*) tg^ y(14-cot/?'sinAVC't.Ä') 

ID dieser Formel kann natOrticta et' auch mit einem anderen ßuch- 
staben, z.B. er, Tertauscht werden« aber o* ist der Symmetrie wegen 
beibehalten worden. Aus dieser Formel leitet man auch noch leieht 
die folgende ab: 

. / dl j{ß,k) f dl 

^ wMJ^ (14-cota"8inil')^A,*) 8in2/!fc/ (l+cotjJ'ßinA')4A.A')" 

§. 136. 

Nadi N. 4 in §. 130 hat man die Formel 

Man ersetze hier zunächst o? durch 6 und a durch oi, dann verwan- 
delt sich diese Gleichung in 

ß 

lsin2ir^(as «'}/ — . = 6 — t*— ^ + it/^TT; i • 

' ^ i/ cosa"4-* sm«''sm>l' <?(6 + a») 

Vertauscht man hier h mit also a mit /?, dafin v mit v\ also 
o, 6, a, /S iijit A , a', 6', a', so erhält man hieraus 
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Ferner ist nach §. 130 N. 10 



(3.) 0„'f^ / .^V», > = »fga + ifei^ 



Veruuscht man hier x h und a mit ai, so lioninit 
(4.) ain^'cosa'^«',^^!::^^ 

~~ da (?(6 + at, y)' 

Es nt aber 



also 

Die Summe von (2.) und (4.) giebl daher mit Rücksicht auf (7.) im 
vorigen Paragraphen 

(6.) -2--^^^-7 (i-^c«^y)WV(it,^) ^Jttpwss^ 

Aus dieser Formel leitet man auch leicht die folgende ab: 

j^^Mtfr dl ^ 2j{ß,k) f dl 
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g. 137. 

Die Gleiehung (6.) in f. 134 fUbrt, wenn |=if» gesetzt wird, 
zu der Fonnel 

in welcher wir£ und F statt der von Legend re gcbranehten Ef und 
P gesetzt haben, um mit diesem letzteren Zeichen lieber die Integrale 
E{in,k') und F{in,k') andeuten zu können 

Die N. 8 in %. 135 liefert fUr ß = {n die Formel 

Diese Formel ISssl sich auch, ^enn man den Zähler des Bruches unter 
dem Integralzeielien durdi 

tgö'Vl + cotc*'8in A*) 

ersetzt, so darstellen: 

^ coso'sinoV (lH-cota''sinr)^A ' 

= + {F- £) F(a', k') -F. £( a', k' ) + F. 

In % 136 erscheint das zweite Integral der N. 6 unbestimmt, 
wenn ß = \n gesetzt wird. Es ist aber dann auch b^^n und 
daher fr' = i», also 



ferner 



also 



dl^{b% y') _ 26 (j(o, vj dld{b, v) _ 



Daher wird das zweite Integral in N. 6 für 6 = {ti gleich 
a* ^^n — a* ^ "—in, £s verwandelt sich folglich N. 6 in die Formet 
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= iTj 4- (f - £)f (a',if') - is'.ü; («',*»). 
Aus dieser ergiebt sieh auch sehr leicht die folgende Formel! 

Vermöge der Formeln dieses I^aragraphen kann also jedes voll- 
ständige elliptische lnt(- ral dritter Galtung auf die Be- 
rechnung elliptischer Integrale erster und zweiter Gattung 
zurückgeführt werden. 

9. 138. 

Min kann vii diesen Slitzcn auch auf anderen Wegen gelangen, 
von denen zwei hier kurz angedeutet werden sollen. 
Man setze 

»=l-c(l-.«)(l-« 

und 

f \ — ß 

Sieht man nun m und n als Functionen von a an, so ist: 

1 — fi 



und 



da 1— ö 



^ ^^da\nJ da »• 

^ (\^U)in-ß)^a(\-n) 2a(\-n)i^n-ß) 

n n* 

Da nun w eine symmetrische Function von a und ß ist, so 
ist auch die linke Seite der Gleichung: 

eine symmetrische Function von a und weil die rechte eine 
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solche ist. Vertauscht man aber er und ß mit 1 — und 1 — y*, so 
wird für c = it* 

and 

wenn mftn setzt: 

as'+x\ = i und ÄV+ar5 = l. 
Hiernach ist also, da 

d^^^J ~ ~ 2xdx\l—k*xy/ 

irird, 

denn die linke Seite, dieser Gleichung wird nicht geändert, wenn man 
X mit y vertauscht 
£s ist aber 



also, wenn man die vorige Gleichung mit ixjulüpiiarl: 

Integrirt man hier zunächst tob « = 0 bis o; di;, dann ▼on 
pssObKy = y,w eriiBlt man, wenn der Integralionsbuchstabe X 
genannt wird: 

p X'dl . , /'^ m 
_ /dl /\dl /%dX fdl 
8. 139. 

Auch die allgemeine {ieductionsforraei in §. 5 gewahrt uns ein 
Mittel, diese Formel abzuleiten. Setzt man nämhch in ihr: 

und 
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SO Wird: 

iffa = 2i^i^ und ^a^6J^, 

ferner 

Bei difisoD Aanahmen enthilt die Forme] ninr drei Glieder: 

Multiplicirt man diese Gleichung mit — = und integrirt von 
a = 0 bis asst a, so ^rd: 



_ /'crfa /•dar _ /* 



Diese Gleich ung und die letzte in I3äsind al>er nichts Anderes 
als die Gleichung (5.) in §. 134. 

$. 140. 

Reihenentfrioklangeo fBr die eJUptiMbcn Integral« dritter Gettaog. 

Zu diesen Heiheiientwicklungen führen unmitlelbar die Formeln 
des sechsten Ahsehnitts. Mau gelangt z. B., wenn $. 81 henutzt wird, 
fs^t ohne Rechnung zu den beiden Formeln: 

^""^ faJ l-K/il* da ^**(9(aH-x) 



^ 2« sin_2 sa ^ q'' sin 2 sin 2* o? 
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dl dWa A{a^x) 



fa )[V da ' 



' sin 2 w sin 2 jap 

\{a-\-x) ' "^i i — f ^^^i s{\—q^') 

In dies(!i) Turmeln kanii a mit ai vertauscht wertlen. üm die 
Hucljmingcii aiisl'ülirt'n zu küiiiu-ii, welche diese SubsUiution nach sich 
ziebtf inU}>2>eii wir vuri den Ainialirncn ausgehen: 

nnd die Formeln (7.) bis (13.) in |. 23 benatzen, nach denen t 

f'ai ß^^gutfiiii iOo'h(a'jv') ido* z/i «',»-') 

fai "~ fai f{(i',y')9\Ji',v')'' V sin«' cos a' 

Aii*=»-*tga"; /:i:» = *sinf; ^^ßßj^' 

Das Integral in (1.) verwandelt sich dann in: 

U{a\l^) dl 

fAno^ cos U -I- «8 «" 

Auf der rechten Seile der Gleichung erhSlt man nach N. 6 in §. S l : 



sm«vt 



und nach N. 1 in $. $1 

Wenn man noch — in ^*^e-*** verwandelt and 

— =s c, also Ä ö-«" 
setztf $0 «rhSit man endlich: 

dl 



(l + *«tga'*sinA*)-^/A 



a?+2a;^'- — fl^^'+J? -'^^•^^ sin2«3;r 
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Da nadi %, 51: 

dX 



so ist a stets kleiner als 4v, da a' stets kleiner als |^ ist, iiiul da- 
her ist c stets kleiner als 1, und die llcihen in (3.) conveifiireii immer. 

Die Formel (2. ) führt durch Vertauschung von a mit ai nicht zu 
wesenllicli nnderen Resultaten. 

Wie ein Integral mit complexeiii Parameter zu hehaudeln wäre, 
ist in §. 100 angedeutet worden. 

«. 141. 

So wie in §. IIS das Additionsthcoreni der elliptischen Integrale 
zweiter Galtiinp zu ihrer Berechnung venv.iiidt wurde, ebenso lässt 
sich das Additiunstlieorem der ellii)tis(;licn Integrale diiUer Gattung llir 
die Berechnung dieser Functionen benutzen. 

Aus den letzten der Gleichungen (5.) in §. ItO ergiebt sieh, 
wenn man sie mit multiplicirt: 

H-«yai«. = »; = « 

also 

==l—«,y,»,. 

Und. wenn man hier, wie zu Ende des §. 112 bemerkt wurde, 
ffXr das negative Zeichen wählt, so ist diese Formel : 

direct nir dos Additionstheorem In f. 108 zu benatzen. Es ist also, 
wenn man jn (5'.) jenes Paragraphen 

,/" 



setzt, 



F(,n-«)(i+3=/», 

J (,i+n3)')x,x, (t+iw' 



-/n 



+--arctg ■ , ^. ^ 



Nimmt man hier y = x = sing>^ und « = sin^, so erbllU man 

die Formel: 
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und CS linden, wie scliou in %. 118 bemerkt wurde, zwischen 9 itud 
die Gleichungen Statt: 

ktSOkip =• visky and sio^, =sin^^:oo(i|/. 

Setzt man: 

—arctg ^ y — ii j = T(g>), 

so Utest sieb (1.) so darstellen: 

Verflihrt man nun mit dieser Gleidiung ganz so, wie die Gleidiung 

E<p Ä 2£^, — sin (p sin y' 
in 118 behandelt wurde, so erhält man die Formel: 

(2.) n,{tf.n) = F(9,)- jr(qp) + 2T(q().) + 2*n^.) + 2T(9,)-f 

bei der freilich die Reihe, welche von dein elliptischen Integrale 
erster Gattung abgezogen werden niuss, um das entsprechende dritter 
Gattung zu erhalten, weit beschweiiicher zu berechnen ist, als die 
entsprechende in §.118 für die Integrale zweiter Gattung. Wenn 
der Parameter n negativ ist, so besteht bekanntlieh der subtractive 
Theil in N. 2 aus einer Reihe natürlicher Logarithmen und wird dann 
additiv. Im dreizehnten Abschnitte werden wir eine Methode kennen 
lernen, wie die für unsern Zweck erforderlichen Rechnungen auf eine 
zweckmässige Weise geführt werden können. 

§. 142. 

Nimmt man die Formeln (1.) oder (2.) in §. 116 zu Hülfe, so 
kann ein elliptisches Integral dritter Gattung auch in Reihen entwickelt 
werden, die, unter gewissen Bedingungen, ziemlich stark convergiren. 

WXhlt man z. B. (2.) und setzt \{k-\- = m, so erhUt man die 

Entwicklung: 
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(l-fwsin /t'siiigp' 
sin 9 4- i (m/c — ») si II 9' 4- Kl (S,»«- i ) - mitn 4- n») sio 9* 
+ 4 (i«(5t»'- 3)*»- i (Sin«- 1)*»« + «All«- n»)8iu 9' -f- - 
Da die oiunerisehe Berechnung eines elliptiseben Integrals dritter 
Gattung Hut immer mit SebwierigkeHai verbunden ist, so heben wir 
auch diese Reihe mit anfahren wollen, selbst wenn sie nur in euizelnen 
Fttileu zu benutzen wXre. 



i^Uter Aliscliulll. 

Reduction einiger speeielleii integrale auf 

elliptische. 

%. 143. 

Unterwirft man den Bogen der Bedingung, dass 

wo c eine wiilkttrliche Gonstante sein soll, so fiiidet man: 

hs'-^ \~{\-c 'h o ')sinq>' 
ho- ~~ 1 — ( l — c'Äü'')sin q>^ ' 
Bestimmt mau nun c so, dass 

l — c* Ao-2 =: «* und 1 — c'Ao" = 

und setzt 
so wird 

(2.) c « ^öfF nnd Äo = |/^. 

Mit diesen Werthon flirre ujul ho erhält man sogleich: 

c Ii •> ] 1 1) ii c Ii . c llijiiUche Intagrulv. 1 6 
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und hieraus 

Die Alileilung der Gleichung (1.) nach <p und x giebl: 

i^') co8^* ~~ egx* 

Nimmt man hier den Werth von hx und ^ aus N. 3, so erhXtt man: 

und wenn man diese Gleichung mit (4.) multiplidrt, so wird: 
V . ,/ l~ysiny' _ Jo'i-^ 

Aus (I.) ei'giebt sich, dass q> und beide zugleich die Werthe 
0 und ^71 erreichen, denn es ist /"o = 0 und ffin = 0, daher ist das 

Integral von (6.j: 

rv dtp 

Da sich aus (2.) 



ergiebt, so nmss a grOsser als b ajigenonainen werden, während beide 
kleiner als 1 sind. 

1 a' 

Setzt man, wie immer = = y , so wird zunächst nach 

S. 43 die Grösse q berechnet, indem man sich aus der Gleichung: 



i i 

= = IGT =VfeF 



den Winkel ß verscliiillt , iii)d dann findet man aus der letzten der 
Gleichungen (3.) dmcli s'm(p die Function hx, also, nach §. 44, das 
Arguriieni x. Es ist also die Berechnung des Integrals (8.) auf die 
Berecbnunf^ eines elliptischen Integrals erster Gattung zurückgeführt. 

Das Iiitr-i ;il der rechten Seite von (7.) ist ein elliptisehes Integral 
driUer oattuuii. Wenn man aber dieses Integral mit N.'l in %. 130 
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vergleichen will, so niuss man a imagiiiiii' nehmen, also etwa zi stall 
a schreiben. Man erhält so, wenn man der Küizo wi n /"(»',»''), 
g(z'fV'), h(z',v') durch &' bezeichnet und die Formeln (7.), 

(8.), (9.) in §. 23 anwendet: 

Settt man also in (7.) 

und benuUt die Formeln unter N. 5 in S- 97 

Vf'«4-W»=l; f"-\-kg"=k'] h"-k>g"r^k, 
so erhält man: 

(10.) rt,f,y) = -^l/|; ,(rf,y) = !j»to"; 

Aus der letzten dieser Formeln , finilet man auf bekannte Weise 
ft' und dann s durch die Gleichung: 

Mit Benutzung aller dieser Werthe wird das Integral der Glei- 
chung (7.): 

/44 \ fl i/l— fe'sinflo' . h Ja' \ , ^,6{z% — x)\ 

(11.) /dq^y-. r- = *— «^<}(»0 + *^^7-n — i\' 

^ ' *J ^ r 1— a'sinqp a I fr' t ""v ' ' ' 0(j&t-{-x)i 

Wie die rechte Seite dieser Glefcbung In Reihen aufzulösen ist, 
kann aus §. 140 entnommen werden. 

8. 144. 

Nach %. 26 linden tolgende Gleichungen Statt: 

Ä'Äar« = 1 - kfx' = Vkfx(^ - Vkfx)- 

Das Product dieser Gleiehungen, durch AfdP* dividirt, glebt: 

16» 
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yyj-'AjF* ^ 1 1 



Es ist also 



oder 

'^^> kfj.' 

Bezeichnet man aber f{ji\v'), ^(j', i^), A(j ', >') durch f, A', 
so ist 

(Z.) h{o,vf)'r=>g{o,^y^S" "»d Ä(o, 1 »T^. 

Nimmt man also an, es wäre 

wo a eine noch zu bcsliiniiiende Coiislanle isl, so vini die irtlite 
Seite vou (1.) 

Wird nun 



1 



«V* 



angenommen, so dass alto 

wird, so lühit die Quadratwurzel aus (1.) veroiögc {o,) zu der Glcichuuij 
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(6.) . gxhx^r^^ 

Vm N. 2 zu transfonniren, setze man, tthniich wie vorher, 

\to wieder ß eine zu bestimmende GousUnte und g", hf* kurz dir 
f{x",v"), Q{x",v"), h^x",v") geschrieben werden soll. Man findet 
dann 

und 

und erhält ähnlich, wie oben, 

(10.) gxhx^rj^^ 

Nach (6.) und (10.) ist also 

ril > t <l/a; 1 df 1 \ 1 d / 1 \ 
Die Ableitungen Ton (4.) und (7.) nach Xy x' und x" sind 

Der Quotient dieser Gleichungen durch N. 11 führt zu den Gleiehungen: 

(12.) 7f(^"^^)''* = '''>"*^ 

Die Integrale der Summe und Differenz dieser Gleichungen sind: 
V^do* rix 

(15.) ~^fi^dm = Ä4-^(o, i/)V-4(a, y")'»"' 
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Die C inst iuien Ä und B sind dadurch besÜniaU, dass für a; o 
die Vdiuibeln und x" ^\c\v]\ hn werden, und fiir x = ^'n beide 
verschwinden. Die Grössen v' und v" werden ans den letzten der 
Gleichungen ^5.) und {9.) bestimmi uud x' und x" aus (4.) und (7.). 

• f. 145. 

MuUiplicirt num ,12.j and (13,) entsprechend mit den Quadraten 
von (4.) und [l.), &o erhält mau 

do 
72 
und 



oder, wenn man von diesen Gleichungen (12.) und (13.) abzieht: 

Das Integral der Summe und Differenz dieser GleichUDgen giebt 
« ^ fmyfx 

(2.) l2^!y/a|/^rfj,= _4(u,,')V-a(o, »")■«" 

— f lassen sieh aber nach S. 122 auf ellip- 

gx 

tische Integrale erster und zweiter Gattung ziirücklühren. 

Mit Hülfe dieser beiden Formeln und der IN. 14 und N. 15 in 
%. 144 lassen sich auch Integrale von der l orm 

y 'gx^dx / hx'dx 

dureh eUiptiscbe Integrale erster und zweiter Gattung berechnen, wenn 
man gx* ^und kx* durdi die Ausdrücke 
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ersetzt. 



f. 146. 

Es ist 

SoV = »o'h^'-i =i»'Ax'(l —j-^) 

nud 

Das Pieteet dieser GleichtingeD, durcb ho'hx* dividirt, liefert 



=)]|(s^'')'-('=-yfc)|- 



Ganz wie in §. 144 die Formeln (1.) und (2.) zu der Substitution (4.) 
fübrtea, so veraolasst diese Formel zu setzen 

(2.) ]/Äl'4j^ = aK^'.>'') 

(3.) ihli-:^ = ag(s^v"). 

Man findet dann 



(5.) »('•••^')=v'T^=iKi^ö- 

Die QuadFfttwnrzet aus (1.) fahrt za der Gleichung 

(6.) - f(s', v'yHj^, ^ = Aä", ✓OK*", ^) 

oder ^ 
Die Abldtungeu von (2.) und (3.) gehen 

dhx /=— . 1 
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Dividirt man diese Gleichungen durch N. 6', so wird: 

(7-) yg) = a^ioyyik^ 

(8.) ^ (]fm + -i=) (te = 

Die Integrale der Summe und Differenz dieser Gleichungen sind dann: 

X 

(9.) fy^dx = +«»«(0,1-«)' 

0 

(10.) 

Die Integrationsconstanten versdnrinden, da naeh N. 1 für a; = 0 
aueh ^ und a;" gleich NuU werden mOssen. 

%. 147. 

Verfthrt man jetzt ganz Shnlicb wie in §. 145 und mullipUcin 
(7.) und (8.) des vorigen Paragraphen entsprechend mit den Qua- 
draten von (2.) und (3.)» so erhält man die Gleichtiijgen: 

Benutzt mau lutr die N. 7 und N. 8, so gelangt man von hier 
aus sogleich zu den Formeln: 



(2.) -l^^ite = c«(o,i^')'(«V(*".VO*+l)*«^. 

Das Integral der Summe und Differenz dieser Gleichungen giebt: 



I 
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Durch Anwendung der Formel 
flibrt man aber Integrale von der Form 



unmittclhar auf elliptische Integrale erster mitl /weiter Gatttmg zurück. 

Mit Hülfe der beiden letzten Paragraphen können nun auch die 
Int^ale: 

darch elHptisdie Integrale ausgedrOekt werden.^ 

f. 148. , 

Da 

. ^ _ ei{\7i — x) _ /m Vt — ja?, |y) — 1 
so wird, fUr \n — ^at^»^ 

= -2 /&i/p±j = -2 



und 



Wendet man also die Formeln (14.) und (15.) in §. 144 an, so 
lassen sieb auch die Integrale: 



y * hx dx r dx 



auf elliptische Integrale zurttckfUhren. 

Bas erste dieser Integrale ist aber iiniiii(t('ll);ir uul" ein elliplisches 
Integral erster Gattung zurückzuführen, da nach §.51 N. 16 

Ho^hxdx — d^ und Aaj* = -j- (1— ik'sin^»'), 
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and das »weite ist unter den in %. 143 Mandelien einbegriffen. 
Dieses zweite integral ISsst sieb aber aneli direct stif folgende Weise 
reduciren. 

Man selie: 

(i ) Haf^ yf) ^ ho gx^ 

^ *' h(o,v') go hx 

Dann folgt au& dieser Annahme: 

lind wenn« man (1.) dilferenzirt, 

Der Qnoffient dieser Gleichung durch (2.) giebt: 

Berechnet man nun g(x',v') nach diesen Annahmen, so lindet man: 
(4.) g(p,v'yg{x',v'r = h{p,v'yh(x',v'y- 1 ' 

Sem man bier: 

also 

(5.) hio.v'y^i'^^. oder 9io,v'y = j^, 

so ergiebl sieh aus (4.) sogleich: 

g(o, v') ^ * ^ go^ hx 

Wenn N. 3 durch diese. Gleicliung dividirt und. N. 5 beachtet 
wird» 60 oimint der QuoUent die Gestalt an: 



^{oyyda/ 



Daher ist: 



(»•) / 



Aus (5.) findet man zunächst »' otier aas q und dann aus 
X durch die Gleichung (1-)' 
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Die Intc^'rale, welche wir in dif^scm Abschnitte auf elliptische zu- 
rückgeführt haben, sind die folgenden: 

-^i^' J'^^'^'^' 

J ifx ^ J ^fx ' J l'Äi ' J iiÜc ' 

In trigonometrischer Form «uqgedrückt sind dies die Integrale: 

y' rfy / ysin ydy /' <fy /'sin y^dy 

y^i' y^^- Z'^'^- 

y^J(pdq) /'cosg>*Jq)d<p /'siny'dy /'cosy'rfy 

Die Integrale, m denen j/^^x erscheint, lassen sich niclit auf ellip- 
tische zurückfuhren. 



Zwdlller .%liseluüU. 

Zurückführung einiger Integrale von scheinbax 
allgemeinerexi Formen auf elliptische. 

$. 149. 

Die Behandlung gewisser analytiseher Probleme f&hrt zuweilen 
auf Integrale, welche ihrer Süsseren Form nach einer höheren Gattung 
von Transcendenten anzugehören seheinen, sich aber dennoch durch 
geeignete Transfonnationen auf elliptigche zurackfObren lassen. Diese 
Reduction werden wir mit einigen der wichtigsten, welche Legendre 
in seinem Trait6 des fonctions elliptiques behandelt hat, in diesem Ab- 
schnitte vornehmen. 
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Ein Integral, welches ein Polynom vim einem höheren als dem 
vierten Grade unter der Quadratwurzel enHiait, ist im Allgemeiaen 
nicht auf elliptische Integrale zurttckftthrhar; es gidbt aber besondere 
FSlle, wo die Reduction stets gelingt Von diesen führen wir fol- 
gende an. 

1) Das Polynom unter der Quadratwurzel sei eine reciprokeFüne^ 
tion vom sechsten Grade in Bezug auf die unabhüngige VerSnderliche 
x; also wenn wir 

R = a-\-hx^ cx'+ dx^-\- cx*4- hx^-{- o«* 

i>eUen, äu bei das Integral 

'F.dx 



(..) / 



i\x reduciren, in welchem F eine rationale Function von x isU 
£s ist aber 



also, wenn wir durch die Gleiehung 



, 1 

xA = » 

' X 



oder 



eine neue Variable » einführen, so erhält F die Form : 



wo P und Q rationale Functionen von % sind. Femer wird: 

VR = x^- iäiy- a3T+6(^s'-2j + cs = x^ 
und durch Subtraction der Gleichungen: 

✓a? + ^=|^rp2 und yx-^=i7^, 

die sich leicht aus der angewandten Substitution ei^eben, wenn x stets 
grosser als 1 bleibt, folgt: 

2 



also 



dx dz d% 



2l''»-2 2)/» + 2 
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Durch SübstitutioiJ dieser Ausdrücke geht unser Integral in die 
beiden folgenden über: 



f-I^ und ß 



l/(»±2)Z J l/Z 

von denen das zweite sogleich auf das erste zurückgeführt werden 
kann, und die Wurzel nur «in Polynom in % vom vierten Grade 
enthSIt, also das Integral dir bekannte Form der elliptischen ange- 
nommen hat 

%) In iihnUcher Weise kann man die Integration der Differential- 
formel: 

(2.) ^'^ 



auf elliptische Iiitci-iJile zurückfiihren. Schreibt mau niimlioli die ra- 
tionale Function F^T 1 O^*, ^vo P und Q {icradc; Ituulioneu von 
x sind, so zerrüllt die üiHii i ulialloimel . wenn man den Ausdruck 
unter der Wurzel durch Ii Ix/.eichnet, in die beiden itieile: 
. Pdx Qxdx 

von denen der ci-ste durch die Substitution a?" = ä auf den Fall (1.) 
zurückfuhrt, wenn man dort o=0 setzt, der Inlztere aber unmittel- 
bar durch dieselbe Substitution auf ein elliptisches Differential, reducirt 
wird. 

3) Als ein besonderer Fall der Formel (2.) lässt sich leicht das 
Differential: 

F.dx 

erkennen, worin a und c von deniselben Zeichen sein sollen. Setzt 
man nfimlich: 

c =: oft^ und fix SS z, 
so nimmt die Wurzelgrösse die Form an: 

bietet also nur einen speciellen Fall der vorigen Aulgabe dar. 

4) Die Differentialfomicl 

(4.) 

^ i (x^ßx' ^'yx^-^-dx* 

wird am elnfacbslen auf elliptische zurttckgefübrl, indem «an.- F auf 
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die Form P + Qx briogt, wo P und Q gerade Fimctioiiea von » sind 
und alsdann = s setzt, welche Substitution aus der gegel>enea 
Formel (4.) sofort die beiden andern elliptischen Differentiale: 

liefert. 

5) Hat man ferner das integral: * 



ya 



-j- b cos q) -j csin tp -}- (/cos9)'4~ ^^^^T^in 9» -{- /"sin 
so setzt man 

tg^ = ar^ 

woraus sich ergiebt: 

I 2x 2dx 

Führt man diese Werthe ein, so geht das gegebene Integral (5 ) 
über in: 

(5'.) Z = 2 /==^1.= 

J yfa^ßx^ Yx'+ dx'-t ex* 

worin wir zw AbliUrzung gesetzt haben: 

/J = 2(c-he) 
y = 2(2^-rf) 

ir = 2(c + e) 

£ = d — b. 

Dieselbe Substitution wendet man an, wenn die gegebene Difl'e- 
rentinlfnrtrtion noch mit einer rationalen Function F von sin<jp und 
cos 9p HHiltiplieirt ist. 

Min kann das gegebene Iiitefjnl (5.) auch sogleidi auf die Le- 
genUrescbe Noimalform bringen, wenn mau, nach Jacobis Voreclirift, 

setzt, wodurch man erhUt: 



(5".) Z=:A 



wo A und Ar' aus den Constanten m, n, p in einracher Weise zu- 
sammengesetzt sind. 
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6) Hat man das lülegral: 



(6,) f-r==^ 



wo ¥ eine ralionale Function von sin^ und co^tp bedeutet, st) setzt 
man siag> = x, wodurch das gegebene Integral übergeht in: 

F.dx 



Md welcbem die Goeffieienten a, b, c, d sich aus der Zerlegung von 
et'\-ßs[^'{-YX* in die beiden Pactoien (a-h&e') (c-fito*) ergeben, 

und F von der Form F,4-F, ^/'l— a?' ist, wo F, und rationale 
Functionen von x bedeuten. Demnach erbalten wir fUr das gegebene 
Integral (6.) die beiden Theile: 

denen der crgtere nach (4.), der letztere nach hn schon be- 
kannten Mellioden aul die Nonnallormen der elliptischen Integrale re- 
ducirt wird. 

$. 150. 

Wir haben im vorigen Paragniplicn gezeigt, wie sich Functionen, 
in denen ein Polynom von einem höheren als dem vierten Grade 
unter der Quadratwurzel steht, auf elliptische zurückfuhren lassen; 
jetzt soll noch an einigen Beispielen die elliptische Natur gewisser 
Functionen, welche dritte und vierte Wurzeln aus einem Pulynoni der 
unabhängigen Veränderlichen enthalten, nachgewiesen werden. 

1) Das Integral 

{..) /-. — 

in welchem F eine rationale Fnnction von x bedeutet, Utesi sich auf 
mehrJliche Weise auf ein elßptisches zurückfabren. 
Man subslituire: 

a; = il 4- 1/ oder a? = A 4- — 

und bestimme X als eine reelle Wurzel der Gleichung: 

Setzt man nun: 
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y = d, 

so gellt durch die erste Substitution unser lulvgral Ut>t^r in folgendes: 



welches sich durch die Stibstittitiott: 



leicht verwandeln lässt in ein Integral von der Form: 

(1'.) ' 



Dnrch die zweite Substitution: 

wird 

9 

und es führt jetst die Substitution: 

■/3r 



zu der Form (1'.). 

Man gelangt unmittelbar ans (1.) zu derselben Form durch eine 
der beiden Substitutionen: 



Dieselben Methoden lassen sich anwenden für das Integral: 



2) Die Integration der Differeutialfunetion : 

(2.) 

in wclohor F irgend eine rationale Function von x bezeichnet, lüsst 
sich ebenfalls auf elliptische Functionen zui'ückfiihren. 
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Stellt man ziinjichsl F unter der Form P+ Qx dar, wo P und 
Q rationale Functionen von a;' sind, so zerföllt die gegebene Diffe- 
rentialformel in die beiden Theile: 

P.dx . Q,x,dx 
+ ■4: 



Um den ersteren Tbeil auf ein ettiptisches Differential ziirUclczu 
führen, setzen wir die Grösse unter der Wurzel: 

woraus sich sofort ergiebt: 

, b±]^b'-4ac + 4m\ 

Mittiin erhSIt man, da P rationale Function Ton und 

dx ^ 2x'a»<fa, 
l?a-|- bx'-{-cx* 4ac+4a»" 
ist, für den ci'stercn Theil unseres Differentials; 
P.dx „. , 

wo F| und F^, rationale Functionen Yon S| sind. 

Zur Redoetion des zweiten. Theils: • 

Q.xdx 



setzt mau: 
also 



X = — — ■ 2 

2c 



Da nun Q eine rationale Function von x* ist, so geht Q nach 
der Substitution in eine Function Über, welche rational ans sj und 

V'fc'— 4ac-|-4c»J zusammengesetzt ist. Da ferner aucii xdx eine ra- 
tionale FujKtion von und }^b^ — 4aC'}-4csi* ist, so geht der zweite 
Tbeil unserer Diffej'entialfunction Ubci* in: 

Folglich ist das gegebene Differential: 

Sek«llbaeb, «lllptlicli* Intignie. 1 7 
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(2'.) . g*! = *■,(«,).<<». + *•.(».)*. 



worin die VerSnderlieheA und Sg durch die Gleichungen: 

l * 



4 



aus « bestimmt werden, wobei vorher festgesetzt werden muss, welche 
von den vier vierten Wurzeln des Polynoms man fUr »^ nnd zu 
wShleu hat 

Genau in derselben Weise wQrde man verfahren, wenn in der 
Differentialformel (2.) die vierte Wurzel nicht im Nenner, sondern im 
ZShler stiinde; man erhMlt alsdann ein der Formel (2'*) ganz analog 
gestaltetes Resultat. 

Ebenso erkennt man leichti dass die ZurflckfUhrung der Formela 



wo statt X* und x*' bloss x und x* unter dem Wurzelzeichen stehen, 
in der behandelten mit inbegrilEen ist. 



li^reiseliutei' Abschnitt« 

Neue Methode, ein elliptisches Differential auf 

die kanonische Form zu bringen. 

§. 151. 

Da» Differential 

dx 



in welchem R{x} eine ganze Function 4. oder 3. Grades von x be- 
deutet, Usst sich durch verschiedene Substitutionen auf die Form: 
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y'l — Fsiny,' 

bringco. Die dazu dienonden Formeln &iad vonLegendre, Jacobi, 
Gudermann, Richelot u. A. io grosser Vollständigkeit entwickeU 
worden. Die folgende Ableitung und übeisicliiliihc Zusammenstellung 
derselben ist von Herrn Weierslrass in einer Vorlesung über ellip- 
tiscbe Funclioneo gegeben, und mit dessen Zustimmung hier abgedruckt 
worden. 

Es sei zunächst R(x) vom 4. Grade; a, b, c, d seien die Werthe 
von X, für welche Bix) verechwindet, und A der Coeflßeient von x*. 
Denken wir uns nun unter / eine ratiouale Function ei-sten Grades 
von X, so können die drei Conslanten, die sie enthält, so bestimmt 
werden, dass den Werthen a, b, c, d von x, in irgend einer Folge 
genommen, die Werthe: 

von I entsprechen, \so k eine noch zu bestimmende Grösse bedeutet. 
Setzen wir z. B. fest, es solle fUr 

x^ü, b, e, d 

sein, so können wir setzen: 

ap— >o = /• — ' — , X — c = f - 5——. x—a =s — ■ — . 



x-d^r 



1— »<' 



und die Constautcn f f u. s. w, bestimmen, indem wir ui der ersten 

GleicbuAg x =.c, 1=^ 1, in der zweiten x = b, I = — 1, in der dritten 

1 1 
xssd, t = in der vierten « = f s — ^ setzen, wodurch sich 



x — b \—n \'\-t x—c _\-\-n \—t 
x^a k~n 1-J-Al x—d_k-\-n l— *f 



d'-a %k l'-nr a-^d 2k 1— nl 
ergiebt Dividiren wir dann die erste Gleichung durch die zweite und 

selzeu X ~ d, t ~ -i-, so wie auch x^ a, ' — ~ "J"» kommt: 

17* 
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l — n \j^k d — b 1— n \ — k _ b — a 

l-f-n * 1 — Ä ~~ d — c' l-fw l-l-Ä c — a' 

wonus 

/\-k\* _ {b-a){d — c) \—n__d-b \-k 

(2.) { _ „Y _ {b -a){d-b) \-k ^ d-c 1-« 
-(d_c)(c-a)' l-h* d-fr l-h» 

folgt 

Hiernach kann also, sobald die Folge feststeht, in welcher die 

Werthe 4- 1, — 1, + y i — y von ( den Werlhen a, b, c, d von 

X entsprechen sollen, x noch auf dopfielte Weise so durch I aus- 
gedrflckt werden, dass den Bedingungen der Aufgabe gentigt wird. 
Vertauscht man a, b, c, d auf alle möglichen Weisen, so scheinen 
sich demnach 48 verschiedene Ausdrflcke von x zu ergeben; beroerirt 
man aber, dass durch Vertauscbung von a und d nur in über^ 
geht, II aber und x unveriindert bleiben, so sieht man, dass die An- 
zahl dieser Ausdrucke nur 24 beträgt. 

Subtrahirt man die zweite der Gleichungen (1.) von der ersten, 
so erhSIt man: 

(3.) = i (6 + c) 4- i (c - 6) . ^5^^ • 

Aus den Gleichungen (1.) ergiebt sieh nun: 

R(x) = Äix — a){x—b){x — c)(a: - d) 

it'-n' , , (1-0(1—*''') 

lemei , wenn man die erste und die dritte dieser Gleichungen dif- 

ferentiirt: 

(to _ 1 _ n' rfx _ d—a k^—n* 

dt^^^^^^'ii^nt/' dt~ 2Ä (l + nO'' 
Daher 

ÄC«) = m'(l-t')(l-*''')(J)'. 
wo 

(4.) . = y'(Il£Zfe^). 



Diq 



I « 



Nene M^ode, ein ellipf. DiffiBrentiol «nf die kanoniaehe Fcxm %u biingen. 26 1 
woraus 

... ^< _ 

^ ^R{x) m y(l^«')(i-Ä'<') 

luigl. Da 

ist, so ist ai^eieh das Zeichen von i{\ —0(1 — ik'l') Air jeden 
Werth von I vOllig bestimmt, sobald das Zeichen von ^R{x) fttr den 
entsprechenden Werth von x festgesetzt ist Deshalb ist es auch j^eich- 
gOltig, welches Zeichen man der Wurzelgrösse m giebt. 
SetEt man: 

(7.) g^A{c--a){d-b), g,=A{t^b){d-a), 

= A{b — a)(d~c\ 
& = (c~a)(rf-c), A, =^6-a)(d-6), 

wo dann 

(8.) 9 = 9i-\-gt 

ist, so erhält man aus (2.): 

Hierbei können die Zeichen dreier der Wurzeln Vg, v </j, v'A, |/A, 
willkürlich angenommen werden; das der vierlcii i^l dann be&tinmU 
durch die Relation: > 

1-w l + d — b 

14-«* 1— Ä~ d — c 

oder 

A ^ 

Diese Relation besieht aber, wenn man 
(10.) = l^ii. A = |/^^ T^iT^ 

Vg^ = VÄ.ib^}/d^c Vh-^b^^^d^ 
setzt und dabei jeder Wurzelgrösse von den beiden Werthen, die sie 
haben kann, einen beliebigen, aber ttberall denselben beilegt 

Femer ist: 
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* 



Blan kann also, da das Zeichen von m willkürlich bestimmt 
werden darf, 

(HO « = *(/^+/^.) 

nehmen. Setzt man femer 

(12.) m, =.\{Vg-}/g^\ 

so kann man die Gleichung (5.,) auch selireiben in der Form: 

(13 ) ^ = . 

8. 152. 

Wir wollen jetzl annehmen, die CoetTicienteii von R{x) seien 
sämmtlich reell, und die Veränderliche x erhalte mir solche Werthe, 
bei denen ^R{x) beständig reell bleibt. Dann sind drei Fälle zu 
unterscheiden: 

1. Die Grössen a, b, c, d sind sämmtlicb reell, wobei wir ^ 

ii<6<c<d 

voraussetzen wollen. Dann muss, damit ^R{x) bestlndig reell sei, w 
zwischen b und e oder ausserhalb des Intervalls liegen, wenn 
A positiv ist; dagegen zwischen a und h oder zwischen e und d, 
wenn A negativ. In jedem dieser FUle giebt es nun unter den 24 

dx 

aufgestellten Transformationen von . eine, wobei sich fUr k, fi. 

yR{x) 

m refeUe Werthe ergeben, k positiv und kleiner als 1 wird, i be- 
ständig zwischen und -j-l enthalten ist, und Überdies m und 
f gleichzeitig zu- und abnehmen, so dass, wenn m positiv angenommen 

wird, das Zeichen von ^(1 — — /c'<') mit dem von VR{x) über- 
einstimmt. Setzt man dann: 

t = sin 9}, 

so erhält man: 

dx _^ \ dip 

VR(x) m yi_jk'8in>' 

wobei (p zwischen —^n und angenommen werden kann und 

]/l — Ä'.sinV/' positiv ist, wenn f^R{x) es ist. Folgende Zusanimen- 
slelhiitg, in der allen Wurzeigrössen ihr positiver Werth beizulegen 
ist, giebt dies näher an. 
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o) X liegt zwischeo b und c, und Ä ist positiv. 

yA (c- a) (rf - 6) + ^Ä(h - «)(<! - e) 

^ y (c - a ) ( d~l) - / (fr^ «) (rf - ft) 

m = |yii(c— <i)(d— 6) + iyi4(6-a)(4i— c) 

x—JbJc - a d— c 1 -psi»^ 

x=4(6+«)+l(c-»).^J 

dx \ d<p 



ß) X liegt ausserhalb des Tntervalls a,.,df und i4 ist positiv. 

(c — g) (d — 6 ) — ] 0< (/> - a) {d 

" (c -a){d^b)-\- i'ITb^ÜTT^ 

] [c — n)ib fli \{d~c){d- b) 

" ^ l/(c"3a)"(T_ a) - ]/(f^1yp^ 

m = ^ — aj (rf— 6) -f .] ]U{b~a){d — c) 

x—dJc — a b — a _ 1 -f siny 
a'd— c rf— — sinq> 



fisiii9 

<to • 1. 



yR{x) » yi-** sin 

Diese Formeln erhält man aus den in §. 151 aufgestellten, wenn 
0iaD c, rf, a, b an die Stelle von a, b, c, d treten ISsst. 

X liegt zwischen a und b, und A ist negativ: 



„ ^ - ft; (c ^ fr) - |^(d^^c g) 
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x — a ^j d^b c— 6 1 4- sin y 



fisin^ 

dx 1 d(p 



Diese Fornelii erhält man aus den ursprünglichen, tniietn man 
d, a, 6, c für 0, b, c, d setzt. 

« liegt zwiseben c und il und A ist negativ. 

— y — (g — «) — ^) — ^ — ^ ) — Q ) 

_ V(rf-fe)(d^->^(c-6)(f?-g) 



» = |y-i4(c-Ä)(d-6)4-iy-i4(c-fr)(d-a) 

x—cJd-^h d- a _\-\-^vn(p 

(fj; 1 (/qp 



Diese Formeln ergeben sich aus den uiäprünglichen, wenn man 

b, c, d, a PiT a, h, c, d setzt. 

U. Es seien a, d reell (d^a) und b, c imaginär, wobei wir 

annehmen wollen, dass der reelle Theil von -:- positiv seL Dann sind 

zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) Ä ist negativ und jc zwischen a und d enthalten. 

Man setze in den Formeln von §.151 b, a, d, c filr a, b, c, d, 
so wird: 



Vg = ^A.\d-~byc — a ^ic — d\d-h 

=a , }fa—b ie—d /Ä, = }/a—b i e—a* 
Nimmt man mm: 

^Ä=i^—A ^c — a^i^a—c ^c — d=i i^d^c 
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tind setzt fest, dass der reetU Theil jeder Quadratwurzel positiv sein 
soll, so rrhSlt man: 

=^—A.}fd — b\a — c = —i^'d -b] d— c 



n — y'*^~^^-y^f^ — r — /« —b. y'a — c y^{d-b)(d-c) — \^[a-b)(a-c) 

^d—b'Vd—c-\- Va—b. c ~" ^{d-b){d-c) -\- »/(a-6)(a-c) 

Hiernach ist n reell und dem absoluten Dclrage nach kleiner als 
1, und es gehören nach den Gleichungen: 

zu reellen Werthen von x auch reelle Werthe von U Und da 

dx .f. . 1 — 



so geht i stetig wachsend von 1 zu -|- 1 ttber, wenn x das Inter- 
vall a...<l stetig wachsend durchläuft Setzt man daher: 

l = — oos^ 

also: 

— c) jP— g _ 1 — cosy 

SO ergiebt sich: 

dx _ dg> dq> 



V^ps) y«!*— m} cos'y Ym*— m J + m J sin* 9 
Es ist aber 

und daher, da g und ^, einander conjugirtc imaginäre Werlbe liaben, 
»1'— wj = ^gt = —Ä V(a — 6) (a — c) (d —b){d — e) positiv, 
«1 - negativ. 

Setzt man also 

Ä' = . , oder 



*= « — 

2if^(a— 6) (a— c) {d -6) (d— c) 
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H = ^-A.^(a~-b){a-c){d—b)(d — c), 

so ist k* positiv und kleiiier als 1, uud es wird durch die angegebene 

SubhUlutioii 

dx 1 dq> 

wo (p alle Werthe von 0 bis ts annehmen niuss, damit je das Inter 
vall a...d durchlaufe. 

ß) Es sei ^ positiv, uud x liege ausserhalb des Intervalls a...d. 
Man kann in diesem Falle dieselben Formeln wie im vorher- 
gehenden anwenden, wenn man nur die Zeichen der Wurzelgr^sscn 
so bestimmt, dass der absolute Betrag von u grttsser als 1 wird. 
Denn es muss, da 

14-« a?— a _ l+< 
1— fl * d—x ~" 1 — * 

1-1- n 

ist, negativ sein, wenn x IXlr alle zwischen — 1 und -j- 1 enthaltene 

1— II 

Werthe von I ausserhalb des lotervalla a,.,d liegen soll. Zu dem Ende 
setze man in den ursprünglichen Ausdrücken von u. s. w. ifd—e 

für yc~d und —i^b—a für ] a--b, so eigiebl sich: 

_ fd~- byd^ -f 1^6— ajc—a _ 6)(c/ -r") -j ] ib~a){ c-a) 

^ id^id^—ib^ic^a^ i{d—b) (d— c) — j^(6-a)(c-a) 

wo wieder die reellen Tbeüe aller Wurzehi positiv sein mttssen. 
Ferner sind 

m=r yAid—hic—a-\- {^Aid—cib—a 
^ = L^Aid^hi^a—Uid^cib^a reell, 
und man erhält, wenn man 

oder 

Jjd—b) {d — c) x — a _^ i -{-cosy 
' (a— c) x—d~' 1 — coo^* 

setzt: 
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Dabei geht, weon ^ das Interyvlt 0...fr stelig waehsend doich- 
läuft, X von d zn -\-ao und dann von — oo zu a Ober. Es ist daber 

»i'l — Ir'sin'^p ebenso wie im vorhergeltenden Falle positiv, wenn 

y^R(x) es ist. 

Annr. Setzt man 

^-^^ = ^ (cos ^ -f » sm ^ ) , 

unter ^ eine positive, und unter ^ eine zwischen 0 und 2ir liegende 
Grösse verstanden, so hat man 

im Falle a) n — h = sin** 

1-1-0 

und im Falle ß) n = r-^y * = CosA*. 
' 1 — ^ 

III. Es seien a, b, e, d sammtlich imaginär, wo dann A positiv 
sein muss, damit iR{x) für reelle Werthc von x reell sei. 

Man wende die Formeln von §.151 au, indem man a und d, 
so wie aueb b und o als einander conjugirt annimmt, und die reellen 

iib — d rur — 6 und t} c~(/ für \d — c 
nimmt und Uber die Zeichen der Wurzeln dieselbe Bestimmung wie 
oben macht, 



n ic— a\c — d — — a jb — d 
* yc—ayc—d-i-^b — ayb — d 

t 

säuimtiich reell. Set2t man nun -j iUr t, und 
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^ ^ i{c ~ a) (b -J)- 1/(6 - a )(c£jj 
' ^(c ^^K'ft""rf ) 4- >^(6 — a) (c — d) 
^ = i^il ||/(c- a)(ö~d) + a)(c- d) } , 
so gebt durch die SubstiUition 

:.= |(6 + C)+I(c-6).^J 
Ober in 



Daraus fol({t, wenn man: 



]^(c-a)(6-d) + y(öl- a) (c - rf) 
setzt, das» doreh die Substitution 

*-*(*+'^)+-2rT+n'tg^ 
ite _ 1 dfp 

wird. Dabei diHLhläult x stetig; wacfiscnrl allfi reellen Wertho von 
— bis j oc, wenn man q) von m übergebcB iässt. 

f 1— üt'sin'^ ist wieder positiv, wenn es ist. 

Anm. Setzt man 

= ^(co5^4- isin^), 

so wird: 

^ 153. 

Das Differential -^^^^^ iisst sieh aueb auf die Form 



V'Ä(x) y'l-Zf'sin'T) 
bringen, indem man fUr x eine rationale iMinction zweiten Grades von 
%\nfp substituirL Die einfachsten hierzu dienenden Formeln sind die 
folgenden. 
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Setzt man: 

so wird X ^ b für 8 = 0 und j = n für » = 1 und x ~ a (üv s = oOf 
ferner hat man: 

b — a c — x 



c—b X —a 



und daher: 

(c-t)(rf- a) 
* -(e-aXd-b) 

oder, weil 

cid; c — b 



(«-«)• 



df (6 — a)(c — a) 
Ä(«) = il(c-a)(d-6)f (1- #)(l-*'*)(^y 

Also: 

da; 1 <i« 



}/Ä(a?) ^Aie-aXd-b) l^#(t- *)(!-*'*) 

Diese Tlranfifoniialioa gill gaaz allgemein; wenn man aber fttr 
einen reellen positiven Werth, der kleiner als 1 ist, erhallen will, und 
xugleich 2U reellen Werihen von sb auch reelle Werthe von s gehören 
sollen, so kann man sie nur in dem Falle anwenden, dass a, b, e, d 

# 

sfimrotlich reell sind. Unter dieser Voraussetzung habeu wir wieder 
4 Fälle m unterscheiden, wobei wir wieder 

a<b <e<zd 

annehmen. 

tt) A ist positiv und x zwischen b und e enthalten. 

In Folge der vorstehenden Formeln durchMuft wenn x stetig 
wachsend von 6 zu c übergeht, ebenfalls stetig wachsend alle Werthe 
von 0 bis 1. Man kann also setzen: 

6—0 dB — b 

' g^Zl ' a ~ 9 zwischen 0 und hegt, 
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b — a c — X , 
r • = cos <p 

and hat dann: 

dx _ 2 d(p 



(c-a)(rf-6)' (c-a)(d-.6) 

Nimmt mau v'^(c -a)(d.ir^ positiv, so ist l^l — Ä»sin*y po- 
sitiv, wenn es ist. 

J ist positiv and 9 liegt ausserhalb des latemlles a...d. 
Man setxe c, d, a, b Hlr a, 6, c, <l und: 

c — a X — d , - d~-c X — a . 
j — • = sin op, — • = cos «p. 

d — a X--C ^' d a x — e ^* 

so <li]ictii;iuft, wiihretMl ip von 0 zu \n übergeht, x stelig wachsend 
alle Werthe von bis -f-00 und von —00 bis a, und uiaa hat: 

^ _ d{a— c) — c(a-~d) sin* y 
~ a— c— (a — tf)sin'^ 

dx 2 dtp 

iW) ~ yil(c-Ä)(d-6)' yi-*»8inV* 

wo wieder 

^ (c~ft) ((/-a) _ _ {b- a)id-c) 
(c-a){d~by * -(c_a)(d-6)' 

^r) A ist negativ und 2; zwischen a und & enthalten. 

Man substituire d, a, b, c Ükr a, b, e, d und setze demgemSss 

d — b x—a 2 d — ab-x „ 

r • -3 — — = sm o), r • —z = cos <p 

b—a d—x ^ b—a d—x ^ 

a(6— d) — d(6 — gjsia'y 
6 — d — (ft— a)8in'y ' 

so Uiuthläuti X stelifj wachsend das Inteivall a...b, wenn (p stetig 
wachsend von 0 bis zu ^71 Ubergehl; uiiU es ist 

dx _ 2 dq> 
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WO 



(5) ist negaliv, und x zwischen c und d enthalten. 

Mau setze b, c, d, a für a, b, c, d und 

d — h X — c c — 6 d — x_j , 

d — c X — b ^'"9' d—c X — 6 ^9 

^ c(d — b) — b{d — c)sin'g) 

so durchläuft 4! stetig waehsiind das Intemll e.*,d, wenn ^ stetig 
wachsend von 0 m ^ tthergeht; und man hat 

dx 1 dq> 

iR(^) " '^—A{c-a)(d^ ' ^l-**8in>' 

wo wieder 

,,_ {b-a){d-c) (c-6)(d-a) 
[c-d){d-by {c-a){d-by 

Hinsichtlieh der Zeichen der Wiirzelgrössen ist bei (ß, d) das- 
selbe zu bemerken, wie bei (a). 

$. 154. 

In dem Falle, wo R(x) nur vom dritten Grade ist, kann man eben- 
falls die im Vorstehenden entwickelten Formeln anwenden, iudeui man 

ttbcfall ^ Ittr A, and dann d = oo setzt; denn dadurdi geht in 

A{a~ x) (6 — x) [ G — a?) 

Uber. Es ist aber zw ( kiuussig, auch für diesen Fall die fertigen 
Formeln zusauiuieiizusieilen. 

1) Tranaforiuationon ersten Grades. 

I Es ist R{x) = A(a—x)(b—x){c—x), und a, b, c sind 
alle drei reell (a < fr <: c). 

a) A ist positiv und w liegt zwischen 6 und c. 

* = ^S^-^- « = », m^iM(y^+ii^) 

yc—a-i-yb—a 

■J c—a x—b _ 1 -|- siny 
' b—a * c— a? ^ 1 — sin^ 
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dx d(p = — |flifüraf = 6i 

P) Ä ist positiv, uiiU X zwischen — oc und a enthaUen. 

yc— a+yö— a 

/ —-. 1 — slnö) 

x=: a—Vic — ajlb — a). , , . ^ 

dx 1^ <ly jqp= — ^71 fttra?=?— oo| 

)/R(x) " «» * yr^' sin> (9) = 4- |;i für .c ^ a 1 

y) A ist negativ, und x zwischen a und 6 enthalten. 
.ZT — 1/: 



k = ~== — -p=f. uz^—k, m = y—A c - a 4- ]'c - 6) 

-tjc — b X — a_\-\-^\\\q> 

, = *(a+*)H-*(»-.).i^i 

^ _ 1 dq^ Up = \n tilv X =^ a\ 

iW^)'^ «» 1/1 — A'fiin^ l^p = i«rarÄ» = W 

il ist negativ, und liegt zwiseben c und -)- «^o. 

I /■ TT 1 -j-slno) 

' ^ 1 — sin qp 

c^rg _ 1 dq> i(p ^ ,— \tiV&v X^ C \ 

11. a ist reell und Z*, c imaginär. 
a) A ist negativ und x zwischen a und -f-^ enthaUen. 
_ ja— e— ja—h 



I /7 TT \ 1 — COS flp 

<fa? _ J_ I 9> = O fUr « aas a j 
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ß) A ist positiv uad x zwiichen — oo und a enthalteo. 
ic-^a — ih—a 



2W{e-a){b-a) 

' 1 — cosg> 

dx 1 ' dq> = 0 für a? = — ao| 

iWp^ " 1^ )/r^^Fsiä> (9 = « für « 5= o ) 

2) TnosToniiAtioneii zweiten Grades fttr den Fall, dass . 

Ä = i4(^a — x)(6 — a;)(c — ic) 

und fl, 6, c reell sind («<C6<lc). 

a) A ist positiv und x zwischen b und c enthalten. 

c— 6 c — a op— 6 , h~-a c — x , 
* = , £ • — SS isiü r • — — Ä COS g> 

.,_b-a ^ &(c a) - a(c-b)sm' q) 
c— a c— a— (0— 6)sin'9 

dar 2 — ofllra»s=6i 



y^Ä(a;) y'^ ( c — a) )• 1 — Ä'^sin^^ 19= ^77 für a; = cl 
ß) A ist positiv und x 2wiscben — 00 uiid a enthalten. 
c—b c — a . „ a — X 
c- 



= y =sin'flp, = cos'g) 



c— a 8m*g> 
(/j _ 2 dg) ofür«=:— 001 

^Ä^^) /X(c— ö) j/l — A*8in*9 ( ^ =: ^/r (Or « = Ä i 

^) ist uegaliv und x zwischen a und b enlhalteu. 

** = , , - == sin*9, . ^ = cos'« 

^-^'^r^» «=:a+(6-ii)sin> 
dx ^ 1 rfqp ig}=ofttrd; = ai 



ii ist negativ und x swiscfaen 0 und +00 enthalten. 

,a b — a x—c . a c — 6 - 

, r = 8m'©, ras cos*« 

Scbellbacb, eUipiuclie Integrale. 18 
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dx _ 1 d(p i(p= 0 für X = c \ 

^Rj(x) ~ j/— ii(c — ö) *'sin> »9 = ^« für =?+ool 

%, 155. 

Wean nun das Differential • 

F{x) dx 

in welchem F{x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, 
2U integriren ist und zwar zwiseheu zwei reellen Grenzen, die so ge- 
wählt sind, das« ^ ^XLt innerhalb derselben liegenden Wertbe 
von X reell ist; so kann man dasselbe verniittelst der entwickelten 
Formeln, indem man Ittr x eine rationale Function ersten oder zweiten 
Grades einer neuen Veränderlichen I substituirt, zunScbsl auf die Form: 

(ML 

bringen, wo f{l) eine rationale Function von I bedeutet, und (p{t) eine 
der drei folgenden Fonneii hat: 

Nach dem im ersten Abscbniu angegebenen Verfahren lässt sich 
nun das Integral 

J f^t) 

nach Absonderung eines algebraisch -logarithmischen Theiles aus an- 
deren zusammensetzen, welche die Formen 

r dl r£d± I dt . 

haben, wo unter l eine Gonstante verstanden. Setzt man nun 

im ersten Falle fssin^p 

im zweiten t — — <tos9 

im dritten < — tgg), 
so werden die vorstehenden Integrale auf dte von Legendre einge- 
mbrten Formen 

f i'^ , , ffnFÄiTv.dg,. f- . '^^ . . 
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reducül. Dabei ist zu beachten, dass das dritte Integral durch die 
beiden andern ausgedrUckl werden kann, wenn n einen der Werthe 
1, —1, k, —k, hat 

Aniii. Man hat, wenn a eine beliebige Cuüstante bedeutet und 
gesetzt wird: 

VW) VW) 

^lU^) VJi{^) VrJx) 

Vermiltelsi dieser Formel kann mau, wenn o, , u. s. w. die 
verschiedene« VVcrihe von x sind, für welche F{x) = oo, aber nicht 

Ä(rp) = o wird, ^ Form: 

bringen, wo Q(pt) eine rationale FnnctioD, und ß^y ß^..- 6^ e Gon- 
stanten sind. Dabei ergiebt sidi ssso, wenn R {x) vom dritten Grade, 
also A = o ist. Auf diese Weise wird der algebraische Theil von 

/'F(x)dx ^ 
1^ abgesondert, bevor man eine der angegebenen Transforma- 
y h 

tionen macht; was in manchen Fällen voitheilhait ist. 



Wlerseliiiler AlMichiittt* 

Die Stirling'sche Interpolations-Beihe. 

8. 156. 

9 

Unserem Versprechen gemSss geben wir in diesem Abschnitte, so 
weit es der Raum gestattet, eine Vorstellung von den Anwendungen, 
welche Stirling von den algebraischen Gebilden gemacht hat, aus denen 
wir die Thetaftinctionen abgeleitet haben. Wir wollen diese eigenfhttm- 
lichen Producte nach dem Vorgange von andern Mathematikern mit 
dem Namen der geometrischen Factoriellen belegen und uns Rl^ 

18 • 
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das Folgeade eiuer etwas andan Bezeichnung als in 1. 12 bedienen, 
die sieb für den Drock besser eignet V^'ir bezeicbnen DfiraUch das 
Produel von « Factoren, oder die geomeUiscbe Flactorielle 
1— asr. 1— jBT*. I— '«r* 1— ar" 

durch 

so dass z. B. 

sein wOrde und entwidEOln zunXcfast einige Formeln, welche spHler 
benutzt werden mdssen. 

Denkt man sich in der Formel (2.) des 1. 13 das r kleiner als 
1 und fi unendlich gross, und setzt ausserdem rx statt x, so nimmt 
sie die Gestalt an: 

1 — JT. 1— «r' . 1— «r*. 1 — ar* . . 

fX T*X* T*SI^ 

= ' ~ T=:7+l~r.l-r*'"lAr.l-rM-r'+"" 
oder in unsern Zeichen: 

Setzt man r = -^, nimmt also q grosser als 1 an, dann wird: 

XXX, 
1 — — ~ • i —5 • 1 — —X ■4-»»»» 

e » r 

= ' + T^+l-,*i-j'+i-«.i-,*.t-«* + ■•• 

oder, wenn man lieber wieder r statt ^ schreibt, und sich jetzt r 

grosser als i denkt, 

oder 

XXX X X* x^ 

Nimmt man hier r* an, wo n eine positive ganze Zahl sein 
soll, 80 verschwindet das unendliche Froduct und es findet dann die 
Gtöehung Statt: 

(3-) •£:7ip=« 

oder 
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14._I 1 1 -j 1 — 0. 

r^l— r.l-r'^1— r.l— rM— r'^ 

Wir wtUen jetzt Yersudien, den reeiproken Werth einer solcben 
geomelriseheii FaelorieUe mit unendlich grossem Exponenten in eine 
Reihe von folgender Gestalt zu entwickeln: 

1 

l—apr.l — oar'.l — ar*..,. 
— -L g,ap* • j flj«^ 

also in der Gleichuug: 

die CoefficieiUtiii a zu bestimmen. Dies gelingt am leichtesten auf 
folgende Weise. 

Es ibt offenbar: 

also, wenn man mit r^M.f^t'+i dividirt, 



l 1 



oder 

Setzt man nun in (4.) statt so erhSIt man, wenn diese 
Gleichung benutzt wird, 

Dividirt man die linke und rechte Seite dieser Gleichung mit 
X-^ar, so gelangt man zu der Formel: 

Oder 

oder, wenn man die ganze Gleichung mit x dividirt, 
a^ (l_r) a.(l-O a; a3(l-r>' 



1 



> 
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Aus (4.) ergiebt sich a« 1 , für ss 0 und wenn man hier 
« = 0 seist, 80 wird: 

r 

a. = 



1— r 



Uisst man also auf beiden Seiten die ersten (tlieder fort, dividirt 
daan mit x und setzt wieder a; s= 0, so wird 

So fortschreitend seiangt man leicht zu dem allgemeinen Gliede 
der Reihe: 



Es ist somit: 



(6.) -L^^^Ü^ 

oder 

1 

fitr o; = 1 erfalllt man hieraus: 



* + (1 _ r)' + (1-r. 1 -r')' (1 - r. 1~ rM^Ti^y« + *• 
oder 

SeUt man in dieser Formel, in welcher r ein echter Bruch sein 
1 

muss, ^ statt r, so dass also jetzt r grosser sls 1 zu denlien ist, 

so erhält man: 
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= ^ + (i^r7 + (l-r.l--r*)*"^(l-r.l--r»,l--f7+"*' 
oder 

Aus (2,j ergiebt sich aber, für = 1, 
1 — — •! — 

* ^ l-r ^ 1-r.l-r' ^ 1-r.l-rM-r» ^ 

oder 

(7.) (f)'^" = <^- 

Aus (1.) erfafilt man, fUr x—\, 

r r* r* 

oder 

(8.) r'»» = ^;{-l)'-j3Tj-. 

Diese T^eihenausdHIcke , welche nachher benutzt werden sollen, 
gestatten auch vielfache andere Anweiidunjjen. Wir wollen nur noch 
erwähnen, dass man z. B. den Coelticienten ig'; g'), welcher in §. 16 
bei den Thelafuiictionen erscheint, durch stark eonvergirende Keihen 
berechnen kann, wenn man zunächst seinen reciiuoken W'eiHh durch 
die Formel (6.) bestimmt. Nach dieser Formel ist z. B. : 

1 1 

* 1- (l-^y ^{\-.q\t- ^ (1 _ _ _ ^•)- 
und nach (8.) würde man erbaiteu: 
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Nach diesen Vorbereitungen pchen wir nun zur Lösung der Auf- 
gabe über, welche Stirling in seiner Methodus dilTerenlialis behandelt. 
Er sucht dort eine Function von x, welche wir mit bezeichoeo 
wollen, in eine Reihe von der Form: 

(1.) «j, = -I- A^r^ + il,f^+i4,r»^ 

zu entwickeln, wo vopifiufig das noch nSher zu Ijeslinimende r grösser 
al5 1 angenommen werden soll, und die Werthe von m^, m,, tt^, w^, .... 
als bekannt ¥oraasgeaetzt werden, Stirling bestirmnt aber von dieser 
Reihe nur das erste Glied, welches, wie sich sogleich zeigen ^^i^d, 
bauptsSehlich practischen Werth bat* Um das allgemeine Glied dieser 
Reibe zu erhalten, seUen wir nach und nach in (1.) 

a?=: 0, 1, 2, 3.... 
und gewinnen so die Gleichungen: 

«*i =^o+^i'* + ^,'-' + 4r'-| 

(2.) [ t<* = il,-h-^»r"+V*+V+"" 



aus denen die A bestimml v^tadeu sollen. 

Wir bezeichnen zu dem Zwecke durch die Zeichen D, i>', D*,... , 
eine Keihe von Operationen, welche nach der Vorschrift: 

(3.) = - f 

ausgefühlt werden mfissen, so dass wir also hiernach aus (2.; folgen- 
des System ron Gleichungen erhalten: 
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Multiplidrt man nun die Gteichungen (2.) der Reihe neefa mit 1, 

III 

— J7J-, -j^, -^jjj, •••• uud addirt die Producta, so erhält man: 
u 1 r* r*' 

^ ^ir = ^o^r PÜ7+ + 7^ *"* 

Die Coefficienteo von il,, il^,.... versch^odeo aber sSmmtiicli 
vennftge der Gleichung (3.) id |. 156, und es bleibt our« weun wir, 
der Kttrae wegen, 

(5.) ^'-^lari ==^T^»~^ (f^™* 

oder 

^= ^ + (lZ:75i + (l_r.l-r'7"^(l-r.l-rM-r7+"" 
bezeichnen, 

oder 

(6-) < = {l+ ^+^.+-1 + 

Um die flbrigen GoefBdenten zu bestimmen, dividire man die 
DiJTeienzen der Gldchnngen (2.) der Reibe nach durch l,r^r^r^.... 
so wird: 

—Du =i4,r»;»-|-i4,r»i»+il,r»8»H 



(7.) 



Die Summe dieser Gleichungen liefert wieder, nachdem sie mit 1, 
JSTa' ,^3» **" n>^*ipK«»rt worden sind: 

also 

Aus (7.) bilde man weiter das folgende System von Gleicliiiugen: 
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Die BefolgoDg der bereits gegebeoen Vorschrift zur Behandlung 
dieser Gleiebungssysteiiie, lUhrl zu dem Werthe von 

Um den CoefBdenteD il^ zu erhalten, verschallt man sieh frieder 



ans (8.) die 


Gleichungei 


i: 








f* 





















dpreh welche sich 



ergiebt 

So forlscbreitend findet man, dass allgemein 



ist. Es lässt sich also Jetzt fUr die Function folgende Reihenent- 
irickhmg angeben.: 

(9.) ' • ' 

^J_j r^^Pu, r^M, r^^/)'«, r^^D^ti, r^*D*u^ J 



üiy 



Die Stiding« 
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f. 158. 



Man kann den Coeffidenten dieser Rdhe audi eine andere Ge- 
stalt geben. 

Zn diesem Zwecke bilden wir znnttchst folgende symbolische 
Formel. Wenn man die Exponenten der u durch Zeiger ersetsl und 
das dureb die Gleichung (3.) in §. 157 characterisirte Operationsteicben 
D benutzt, so finden folgende Gleichungen statt: 

Du = ii*— M°; i>M, =m' — M* =«'(tt— 1); 
Du^ = u*—u* = u\u— 1); . . . . 

Ferner ist 

D*u =Du^—rDu =««(«— l) — r(u—l) ={u-\)(u-r) 
D'u^ = Du^—rDu^ = m (u— 1)— .ni(« — 1) = u{u— — r) 

folglich 



D^u = J^u, -r r*D*u = «(« - 1) (« - r) - r»(ii - l)(ii- r) 
= (t»— l)(M-r)(M-r'). 

So fortschreitend gelangt man zu der Linäicht, dass allgemein 



gesetzt werden kann, wenn man das Product entwickelt und statt der 
Exponenten der u Zeiger einfahrt, also »" durch «» ersetat und im 
letzten Gliede der Entwicklung auch statt des Coeffidenten 1 die GrOsse 
tf^ := setzt 

Wollte man sich des Zeichens iUr die geometrische Factorielle 
bedienen, so kOnnte man das Prodoct in (1.) auch so darstellen: 



-0-|)0-i)0-^)-0-^)="^'=^ 



Eine solche Factorielle läset sich aber auf folgende Weise in eine 
Reihe auflösen. Es ist B. 



(» - 1 ) (« - r)(i* - r*) = I*» - (1 + r + r') Ii« + r (l + r + r') u*- rHt* 



Mnltiplidrt man diese Gleichung mit w— r% so findet man 
leicht, dass 



D-i» = (II — - r)(t* - f •) . (m _ f-+») 
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Wird diese Gleiebuog wieder mit u^r* multiplicirt, die so ge- 
bildete mit u—r* u. s» w., so übeneugt man sich, dass folgende all^ 
gemeifle symboUseb zu verstehende Formel stattfindet: 

(2.) D*u = (« — r)(« — r')....(M — r— ») 

Ein solches Product wird aber zu Null, so oft u einen der Warthe 

1, r, r' ,r"~^ aDnimjnt. Setzt man z. B. « =s 1, so gelangt man 

zu der Gleichung: 

(3-) • ^,(-^y- — iSi— ^ — 0 

oder 
oder 

. 1 — r* 1 — r*.l — r*-' , l~r*. 1 — r**-*. i — r*-* ^ 
l-r''"'' l-r.l-r' " 1-r.l-rM-r« 

-j jhrit-'— ^ = 0, 

welche man aber auch leicht aus der Formel (t.) in |. 12 ableiten 

Itönnte. 

iNach diesen Vorbereitungen kann man nun die Function Ux in 
anderer Weise in eine Reihe eniwicktin. Man bildet sich zunächst 
aus den Gleichungen (2.) in ^ 157 folgendes System von Gleichungen: 

— A^ ^ijj i», 



EUminirt man hier wieder aus je zwpi :^uf einauder folgenden 
Gleichungen den Coefificienten il^, so erhält man ein System von 
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Gleichungen, die nur die Coefficienten enthallen, aus dem 

dann weiter eine Gruppe son Gh'ichung('n mit den Coefficienten A^, 
A^... entwickelt werden kann. Schreitet man so fort und wiihtt aus 
diesen Gruppen von Gleichungen immer die erste, so kann man fol- 
gendes Gleicljuugssystem aufstellen: 

TöiT'^ -^iprt-A^^, A,^^ 



13J~ 



Die Summe dieser Gleicliungen giebt, da vennöge (3.) die Goef- 
ficieateo von ^1, ; A^; A^;.** verschwiadea: 

oder 

wenn man nSmlich in der letzten Formel die ZShlor der einselnen 
Glieder auflöst, und die Potenzen u% u\ durch die GrOssen 
**o» •'t» «8» • • • ersetzt. 

Um die übrigen Coefiicienten zu erhalten, muss man in Shnlicher 
Weise verfiihron. Man findet dann, dass das aUgeraeine Glied der 
Reibe 

ist; die neue Entwicklung von Ux ist also: 

Die Reihe (9.) In f. 157 kennt Stirling oieht und von dieser 
Reibe entwickelt er nur das erste Glied, welches aber auch haupl^ 
sicblicb practiBcben Werth hat 
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S* 159. 

Der Reihen [d.) in §. 157 und (6.) ifi §. 15S kann man sidi 
zur Berechnung von iK clietieii, wenn r grösser als 1 ist Für sehr 
grosse negalivf» .r ist dauii annähernd: 

= ^+^r—^ "-^ «-v--^.r (r 1) 

also, wenn man die vorletcte Gleichuog durch die letzte dividirt, so 
englebt sich der Wertb von 

Für ein uiiciidlieh grosses negatives x=^—(i) erhält man aus 
der Formel (0.) in §. 15S: 

Dieser l'oi inel bedient sich Miriiug, um aus der 1 Uclic des regcl- 
mHssigen Vierecks und der folgenden Vielecke von doppelter Seiten- 
zatii, welche einem kreise \oin Radius 1 eingeschrieben sind, die 
Fläche dieses Kreises selbst /u ])ereelinen. 

Es ist die Fliiclie des dem Kreise eingeschriebenen 

1 28 Ecks = Wo = 140:33115695475 

O.W- ,c.nA..-r.. ^ = —0,00378266640881 
64 SS«, = 3.1 ;j()5 4^40054594 

=-0,01510333828789 

32 =«. = 3,12144515225805 ' 

r^«..«^-r««*^«* ^«z = -0,05997760333733 
16 =«, = 3,06146745892072 ' 

Ao«o^a^4a^^^o<» Z>«- = -0,23304033417453 
8 =«4 = 2,82842712474619 * 

4 =«5 = 2. 

Es ist also jede l'ol^'ende Differenz nahe viermal frrösscr, als die 
vorhergehende; daher ist lür r der Werth 4 auzunehnieu, wenn die 



Keihe stark convergiren 


soll. 




Mau 


erhält 


dann : 








D'u 




— ADu 


= 0,00002732734735 




D\ 


= Du, 


— 4i>«, 


= 0,00043565981423 




D\ 




- ADUt 


= 0,00687043917479 




DSt 


= !>•«, 


- 16D*« 


= -0,00000157774337 




D\ 


= D\ 


- 16D*ff, 


= —0,000100117 






= />»«, 


— 641?'« 


= 0,00000085772279. 



üiyilizu 
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In diesem Falle ist also: 

— 7>« 

t»_« — «« 3 + 45 2835 722925 

«, = 3,14033115695475 
126088880294 
60727439 
55652 
119 



»^„ =« = 3,14159265358979 bis in die letzte Stelle richtig. 

Wollte man sich der Formel (9.) in g. 157 bedienen, so er- 
hielte irian: 

Der Coefficienl uiiimii iu dem Falle, wo j; = 4 ist, folgenden 
Werth an: 

3 15 63 255 ^ 3'^(3.15)'^(3. 15.63)'^ 

und es genügen 4 Glieder, um bis auf 14 Decimalen genau ^ 

R = 1,45235364244962 
logA ^ 0,1620723 
zu erhalten, per Factor Ton R mrd in diesem Falle 

^^'^ ^ii r»;* 3 ^ 45 2835 ^ 722925 739562275 ^ 

Setzt inan hier für die u ihre Werthe, so findet noiau: 

^2. = 2,163104468338. 

Das Product dieser Zahl mit R lieferfc: 

» = 3,141592653593, 

enthalt also ehien Fehler von drei Eniheiten in der zwölften Decimal« 
stelle. Diese Methode der Berechnung ist also in diesem Falle weniger 
bequem und Weniger sicher als die erste, kann aber als Gontrolle der 
Rechnung dienen, und giebt eine deutlichere Vorstellung vom Grade 
4er Annäherung, welche man erreicht hat 



288 Yienehnter Absohnitt. 

Als sweiteft Beispiet fUr die BenaUung der zweiten Fonnel irithieo 
wir die Berechnung von n aus den Logaritbmen der Flächeninhalte 
der eingeschriebenen regelinüssigen Vieleclte. Bezeichnen wir den In- 
halt des eingeschriebenen ti-Ecks durch J»» so ist 

'"^r'^'^Tl'^^ ^ =-0,0020963 

,ogJ„=... =0,4943557 ^ g^^öT = ^ «'<»Ö00415. 

log/„=«. «0,4859244 * ' 

Es ist also 

logfi = II« - D*ti 0,4971499 

bis in die letzte Decimale richtig. 

Endlich sei noch J,^« aus «^i« ••••«/i,« zu berechnen. Man hat 

hierbei: 

J^^^^u^ = 3,14033116 
3,13654849 



s ti, r= 8,12144515 
J^^ = II, = 3,06146746 

D*u »0,00002733 
D%, » 0,00043566 



Du = -^0,00378267 

Du^ — —0,01510334 
Du, = -0,05097769 



D'u = 0,00000158 



Der Inhalt des Zweihundertsechsundlunfzig-Ecks muss jetzt als 
u-i bezeichnet werden; man findet daon aus N. 6 %. 158, da das 
erste Glied der Beihe u^ = n ist, 

,Du D'u . D'u 



12 144 ' 64.9.15 

= 3,14159265 
-0,00311522 
-0,00000019 

/,„ =3,14127724. 

Dieses Resultat ist nur um eine Einheit in der letzten Stelle zu 
gross. Man brauchte also zur Berechnung die zweite Reihe gar nicht 
und von der ersten nur swei Glieder. 
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Mit demselben Erfolge geliiiyt auch die Berüdinung der elliptischen 
integrale erster und zweiter Gattung, wenn man die Methoden des 
$.118 benutzt. 

Es war dort = 47" =: 169200" auguaouimen und gefunden 
worden 

9j = 92030", 14 
9, = 4711S",15 
:= 23703^64 
n870»,112. 

Setzt mao 9 SS u^; = 4^. = i*,; %<p^ = ; 16g)^ = u„ 
so wird 

and es ist auch hier r = 4 änzuuehmen, da, wie a. a. 0. bemerkt 
wurde, jede Differenz ebenMs viermal kleiner ist, als die vorher- 
gehende. 

Wollte man sich der Reihe (2.) in f. 159 bedienen, und etwa 
tp SS setzen, so lehrt dieselbe, dass, wenn tp selbst 90* 
324000" betrage, das Glied, welches ti^ enthalt, doch noch keine 
tausendtel Secimde ausmachen , also stets verschwinden wQrde. Man 
erreicht daher fUr logarithmische ßerechnung in allen Fällen einen 
genOgenden Grade von Genauigkeit, wenn man di^ fieihe mit Id^« 
beginnt, so dass also 

»-^ ioÄ^9j^ 6^180 22680^11566800/ 

ist, wobei 

logl6ii= 1,3061923 

genommen werden muss. 

Werden die' Winkel (p in Secinulen atis-iedrückt, so rrniss der 
Werth von m—^^ noch durdi 206264, S nämlich die Aii/.atil Secunden, 
welche der Längeneinheil einsprechen, dividirt werden, um sogleich 
M_„ als Bogen eines Krei&es zu erhalten, dessen liadius 1 ist. Der 
Logarithmus dieser Zahl ist aber 5,3144251. Diese Zahl vunlogiöü 
abgezogen, giebt den l^i 

^ . 0,0517672-4 
und diesen Logarithmus bat man nur zum Logarithmus der Reibe 

19 
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^* 6 ^ 180 22680 ^ 11566800 

zu addiren, um sügieich den \9gF{<p) zu erhalten. Die lünl Glieder 

dieser Hejlie liefera: 

11870,112 
261,768 — 3950,607 

0,015 ~ 4,058 



12131,895 — 3954,665 

— 3954,665 

log 8177^30 =3,9126062 

o.n:ji7G72 



logiiL^ = 9,9643734 = 0,921241 3 

Der Logarithmus des genaueren Werthes von F{cp) enlhali in der 
letzten Stelle eine 8 statt einer 4, und dieser Fehler hUtle bich uui' 
vermeiden lassen, wenn in%. 118 die Winkel 9? bis auf Tausendtel der 
Secunden genau geführt worden wifren. 

Um E{g)) zu finden, muss man noch die Reihe 

sin^siny' -f-^sin^j sinyj -j-4sin9,siny5 -f- ^^^"^ 9jSiny* -j — , 
in welcher man die Logarithmen der einzelnen Gheder bereits kennt, 
mit Hülfe der Stirlinji'schen Interpolationsformel berechnen. Die Summe 
der vier iiier niedergeschriebenen Glieder ist nach pag. 192 gleich 
0,1822974 und mit zu bezeichnen, so dass man hat 

tt, = 0,1822974 
D- = -0.0028318 ^ 

Du^ = -.0,0412929 ' 

Es ibl aisu nach N. 6 in §. 158: 

0,1822974 
9438 
47 
1 



0,1832460 = F(<p)—E{(p). 

Diese Differenz ist mir um eine Einheit in der letzten Stelle zu klein. 
Ea war aber gefunden: 
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F(9>) = 0,92124 ta 

alsü ist 

E{q>) = 0,7379957 
Der genauere Werth von Eirp) = 0,7379960. 

Wollte man die Reihe (1.) m %. 159 aiiweudeii, 

tt-a. — »0 3 + 45 "^ 2835"^'** 
so hiltte man folgende Rechnung durclizuftthren: 

I6g»,=:ii. =3189921,792^ 

' * • ' —— 292 67 

^' ' Du, 1156,52 , D »II«— 12,80 

2y.=u.=184060.28 ^^^^^^^^^^ 

II » 189921,792 
-iJ)M= 97,557 
/gD*u = 0,335 
„»jyD«W= 0,004 



log. 190019,688 == 5,2787986 

5,3144251 



log«^ = 9,9643735 

Es war hier ^ Secundeo ausgedrOcfct worden und um diese 
in Theile des Radius zu verwandeln, musste vom logM.» der Loga- 
rjlhmus von 206264,8 abgezogen werden. 

Weil die andern Methoden der Berechnung von E{(p), wenn der 
Modul k der Einheit ziemiich nahe liegt, immer noch heschwerlich er- 
sclieinen, und die hier niitgetheilte, wenn zugleich auch h\ff) verlangt 
wird, vor den Uhrigeu den Vorzug verdient, besonders wenn etwa diese 
Puncticnten auf mehr ab sieben Deeimalen berechnet werden müssen, 
so wollen wir noch die Berechnung eines zweiten Beispiels vollständig 
durehfUhren. 

Es niugcii also die beiden Integrale 

/ ^ =- und I dq>^\- (sin80*l*sino* 

•/ l/l-CsinSO^/siny' ^ ^ ' ^ 

zur Berechnung vorgelegt werden. 

Statt des in $. 118 benutzten Formelsystems könnte man offen' 
bar auch das folgende anwenden: 

19* 
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sin/ ^ksimp 

siny, =sinjy :cos^q> =ksiuq)^ 



Hier ist ifcsssiDSO' und 9)= 70". Wenn die Rechnung bis auf 
Tausendtel der Secunden geftthrt ivird, so ergiebt sieh naeh diesen 
Foimeln folgende Reihe von WinlielD: 

y = 67«43'52",558 <p =70* =252000" 

= 42«51'54^009 9, = 43Ml'27",220 = 157287^220 
= 23Mü'59",939 = ^^"aa' 44",0C4 = S4S24",564 
= 1P50'40",827 = 1'4S",391 = 43:50S",391 
y^« ö°57'18'\970 94= 2'50",820ss 2l77ü",820 
y^ = 21770'',820 
: 180 = 471^248 9, : 6 = 7218»ü6& 

y; 11566800 = 0"«022 y, ; 22680 = 6,935 

22242",090 7225,090 
~ 7225, 000 

log 15017, 090 s 4,1765858 

0,0517672—4 



0,2283530 = log Fi^y). 
F((p) = 1,6918157 

Der genauere Werth ist 1,6918149 
und der Logarithmus dieser Zahl ist nur uui zwei Ciubeiten kleiner 
als der der hier gefundenen. Die Formel (1.) in 159, welche SUr- 
ling 20 seinen Zwecken benutet, wird hier, wo der Modul schon ziem- 
lich gross ist, weniger bequem gewesen sein. 

Wollte man die Uunderlel und Tausendtel der Secunch n ganx sicher 
berechnen, so milaste man sich fUr die Winliel y, und y^ anderer 
Formeln bedienen. 

Es ist nämlich 

(1.) siny^sJrsiny 
und 

1 . 

sin g>^ cos |^ = -j^ sm 4 y , 
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so ivie auch * 

8etzt man also: 
(2.) cos d =: ^5~^|^cosi(9)+y) cosi(y-y) , 

so wrd hiernadi 

2 

(3.) sin — i ^P) = sin i y sin | d\ 

Berechnet man sirh daher den Winkel iy durch die Formel (l.), 
in welcher statt geschrieben werden muss, und S aus (2.), wo 
ebenfiiUs ^ und y mit g>^ und zu vertausdien sind, so findet man 
die kidne DiflTerenz q>i—iq>t mit sehr grosser Genam'gkeit ans der 
Formel (3.), in welcher wieder q>^^ nnd au die Stelle von gp,, 
^ and Y getreten sind. 

Um nun noch Fj{(f.) zu liiidcn, inuss nwui den Wcith der Heihe 
sin^siny'-f- 2 sing), sinyj -f- -AsiQyjSinyJ 4-"* 
oder, was dasselbe ist, der Reihe 

2t«iysin4/+ 4t8iy, sin iy;4- 8t6iy^8inlyJ^-•*• 
bcrechnen, W02U man nur bereits bekannte Logarithmen benutsU Von 
dieser Reihe bedarf man aber in unserm Falle fUnf Glieder. Diese sind : 

Du =0,00456120 £1*11 = 0,00029663 

Z>M, = 0,01791871 
J)it,^ r= 0,0R73r>757 
Du^ = 0,2 1410966 
Du^ = 0,43486333 

ff, = 0,73884993 
Du : 3 = 0,00152040 

D'tt: 45 = 0,00000059 

0,74037692 = F{^)^E(qf) 
Ftp :r= 1,6918157 

Ecp = 0,951 13S8 

Der genauere Werth von £9 ist in der letzten Stelle um 3 Ein- 
heiten kleiner. 



Viembator AbMliiiltt. 



Wenn der Modul k fast gleich 1 ist und die Amplitude gt stAv 
nahe an 90* liegt, dann "wird die Differenz zwischen F(tp) und E(<gi) 
sehr gross und man mOsste Ton der Reihe, aus welcher diese Differenz 
gefunden wird, noch mehr Glieder benutzen, wenn ihr Werth bis auf 
sieben Ziffern genau gefunden werden sollte. In diesen extremen 
Füllen wendet man aber lieber andere Methoden an, die wir firflher 
kennen gelernt haben. 

Dieselben Vorschriften, welche wir hier für die fiereehnung der 
elliptischen Integrale zweiter Gattung gegeben haben, mOssen auch filr 
die dritter Gattung benutzt werden, wenn diese Functionen mit Hülfe 
der Formel (2.) in 1. 141 bereehnet werden sollen. 

Schliesslich bemerken wv noch, dass, wenn die Grl^sse von r in 
der Stirling'sehen Interpohitionsreibe , welche nicht mit der nach ihm - 
benannten Summationsformel Terwechsett werden darf, gehörig be- 
stimmt wird, ihre Gonvergenz gesteigeii werden kann, und dass diese 
Reibe, welche bisher der Aufmerksamkeit der Mathematiker entgangen 
zu sein scheint, überhaupt von ausserordentlich hohem practischem 
Werthe ist 



Zweite Abthelliiug^. 



Die Anwendungen. 
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Brstei» Atoehnttt. 

Die Oberfläche des Ellipsoids. 

I. lei. 

D er Inhalt ,/ t mes Theils der Oberfläche eines Körpers, dessen 
Normale im l'uuklc x, y, z mit der Axe der z den Winkel y bildet, 
wird bekanntlich durch das Doppel-Integral 

'dxdy 



cosy 



ausgedrückt, weiin die Coordinaten rechtwinklig sind und die Grenxen 
der Integrale den gegebenen Bedingungen gemäss gewählt werden. 

Um «lie Schwierigkeiten der Integration zu vermindern, sucht maä 
gewöhnlich durch Einführung zwei neuer Virinhlen n und © statt m 
und y die Grenze der beiden Integrale von einander unabhängig zu 
machen. \'a liept aber nahe, für die eine; dieser Variabein den Winkel 
y zu wählen, da dann cosy unverändert beibehalten werden kann. 

Zieht iti tn nun in der 
Ebenfi der x\j durch den An- 
fangspunkt der Coordinaten 
gerade Linien OA, 0^,, 
welche durch die Gleichungen 
dargestellt werden, die aus 
(i.) y = 
entspringen, wenn mau dem 
eine bestinunte stetige Reihe 
von Werthen beilegt, und durch- 
si^neiden diese Linien ein System von Gurven B€> B,C|,..., deren 
GldcfauDgen aus 
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henrorgeheo, wenn y eine stetige Reihe tob Werlheii dnreMauft, so 
wd diurdi beide Systeme von Linien die Ebene der «y in Elementar- 
thefle getbeilt, deren GrOme a» bekanntlich dureh das Produkt 



' vrfv du du dv/ 



^dy du du dy> 
ausgedrückt wird. Es ist aber aus (1.): 



also wird 



und daher 



dy ^ udx dy_^ da) 



, , xda; 
w = dudy* 



(3.) F=ff. 



dudy xdx 



cosy dy 
Ist nun di^ Oberfläche des EUipsoids 

zu bestinmen, so ist die Gleichung seiner BerUbrungsebene im Punkte 
X, y, 9, ivenn |» 17, ( die laufenden Goordinaten sind, 

(4.) flfl*+63fi?+c»t=l 

oder, wenn man diese Gleichung mit einer willkfiilichen Grösse p 

multH>licirt 

oder auefa 

(5.) ' = 

wenn man 

(6.) a = pax; ß = pby; y = pcz 

sftzt. Die a, ß, y stellen also die Cosinus der Winkel a, /J, y 
dar, weldie die Normale p der Berühruiigsebene mit den Coordi- 
natenaxen bildet, denn bekannllicli ist (5.) die Gleichung einer Ebene, 
welche mn p vom Anfangspunkt der Goordinaten absteht, wenn dieses 
p mit den Coordinatenaxen die Winkel a, /S, y bildet, deren Cosinus 
selbst der Kürze wegen a, ß, y genannt worden sind ; eine Bezeich- 
nungsweise, die niemals zu Verwechselungen Veranlassung geben kann, 
so lange im ganzen Verlauf der Hecbauug nirgends die blossen Bogen 
Of ß, y erscheinen. 



Dlgitlzed h^ < 
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Multiplicirt man (4.) mit p\ und beachtet N. 6, so erhält man: 



(7.) 



für das Quadrat des Abstände der BerOhrangsebene vom ADfangpimkte 
der Goordinateo. Es ist beiläufig noch zu bemeriten, dass die Summe 
dpr Quadrate der Gleiefaungen N. 6 zu der GleichUDg ftthrt: 



Aus (6.) findet man: 



(8.) 



bea* 



a{bca'-\-caß*-\-aby') 

Sind in der Figur OA = a?, 
AB — y, BC — z die Coordiiia- 
tcn des Punktes C der Oberfläche 
<les Ellipsoids und ist CD ~n 
die Normale, so ^Mt ()E = p die 
Fntfernung der ßerührungsebene 
HD Punkte C von 0, so ist, wenn 
BD mit OX oder DF den Win- 
kel q> bildet, 

DB^nsany; DFsnsin^eos^; BFsnsin^cos^; 
und daher 

DF BF 
(9.) a&ss — ssmycM^ und — sssin^^sin^. 




n ' ' ' n 

Durch diese Ausdrücke verwandelt sich (8.) in: 



(10.) 



dp = 



ÖCCOSCjp' 



(11.) 



a(6c OOS 9>' cnsin 9*+ a6 cot;'*; 
Aus dieser Oleidiung ergiebt sidi durch DHTerenziren: 

xdcp _ 6''ccosg)'siny 



viwfdf (dccos^^sin^^'-l- casingi'siu y*-f- ab cosy')' 
Es ist aber aus (6.) imd (0.): 



(12.) 
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Vergleidit man diese Gleichung mit (1.), so ersieht man, dass 

a 

6" 



(13.) »=^4^9 



gesetzt werden mu&ö, also 



_ a du 

dU = -r^ 



Dureb Einltthrung dieser AosdrQeke in N. 3 erhUt man endlich: 

(14.) Jssabc f/rr — siny dyrfy — — 

^ ' J J (occosy sin y ca sin 9 sin / 00 cos y ) 

S. 162. 

Wenn man die Oberfläche des Octanten wy% des EUipsoids ver- 
langtf so müssen sich offenbar beide Integrale in J von 0 bis |9r er- 
strecken. Wird die ganze OberflXcfae des EUipsoids mit O bezeiduiet» 
so ist also 



(l.) O^SabcJ "j- 



^ (&ccos9'sin}'*-)-ea8in^'siny''-^afrcos7r')' 

Die Integration nach ^ lässt sich nun am bequemsten auf fol- 
gende Weise .nisriiliren. 

Die Oberilächc der liilipse 

ew*+/?y' = 1 

7t 

ist bekannlich -= • £iu Ualbuieäbt-r r dieser £llip&e, welcher mit der 

Abeeisaenaxe den Winkel bildet, ist aber' dureb die Gleichang 

gegeben : 

folglich ist die HälAe des Flficbeninhalts der Ellipse: 

< y «cos^Hiyatty %iaß 

Setzt man nun in dieser Formel: 

a = l-{-m, ß = t — I», 
wodurch sich die rechte Seite in 
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verwandelt, und differcnzirt beide Seiten nach t, so ergiebt sicii so- 
gleich, wenn man die Grössen a und ß wieder einführt, 



0 ^ 



1 

Wenn man dieses Integral mit dem unter N. 1 vergleieiit und 

• a6cosy*cos(;p'-h a^cosy'sin gp' 
statt a6cos^^ sel^t, so sieht man, dass 

tt =i h(aco& y*-{- esin y*) = 6c( 1 — ——^ cos y 
und * 

genomroea werden nmss, wenn beide Ubereiustimmen sollen. 
Es ist daher, wenn man 

— = cosr und y— =s cos^. 
setzt, 

27» r (1 -8inT*co8y*)*(l-sinß'(^osy«)* 
a Z'^" sinyrfy 



u (l — sint'cüsy'/(l — sin^'cosy')' 
Um diese Integrale dureh die Functionen f, g, h auszudrOcken, 
wollen wir, wie gewöhnlich, den Modul mit k bezeichnen und 

fx 

(6.) sin % cos y = ^ ; Sin ^ cosy = ^kfx 

setzen, also 



(7.) *=?!^?=i ':^; 

wobei wir annehmen müssen, dass q kleiner als z ist. i«;s wird dann 

1 — smr'cosy* « — = 

1— sin^'eofiy* = l—üfa?« z:=jfc'Ad?' 
und, wenn man die erst« der Gleichungen (6.) differenjtirt, 

sinvsiny<fy ^ — ^^ dx. 



Digitized by Google 



302 Erster AlMchnitt. 

Durch Einnibning dieser Grossen verwandelt sieb N. 5, wenn man 
die Grenzen und das Z«iehen vor den Integralen aoikefart und mit 
einem oonstanten Factor multiplicirt, in: 

fx 

denn für y « 0 wird, nach N. 6, sinr == ~ und für y = {n ver^ 

schwindet x. Die obere Grenze x dieser integrale ist also durch eine 
der Formein bestimmt: 

(9.) pD^^xsm%\ ya?=y-^cosii hx = ^^ 

oder durch das Integral: 

Nacii deu Formeln (2.) und (3.) iu $. 123 ist aijer 

X 

u ^ 



Benutzt man diese Ausdrttclce für die Formel (8.) und beachtet 
(4.)f so findet man, nach leichten Reductionen, wenn man jetzt lieber 
die Halbaxen des Ellipsoids, wie gewöhnlich, mit a, b, e bezeichnet, 

albu a \ u f c statt — , -r-, — sclireibt, die ganze übeiilaehe des 

a • Q e 

Körpers 

(10.) 0 = 2ff |c'+6e(tgv£r+cotvfV)}, 

trenn 

b b' sinv 6 » o'— c' 

gesetzt wird. 

Wendet man aber fllr die Integrale in (8.) die Formeln aus f. 123 
an, weiche durch Ibetafuncüooen ausgedrUclit sind, so erbSIt man: 



Dig 
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2n^c — a 

= (6 - o) Ol» — +«(64o*- a^o*^ (b - a)m). 
Benutzt man hier die Gleichungen (4.) und (9.), so findet man: 

oder, wenn, wie vorher, die Ualbaxen wieder a, h, c genannt werden, 

-5 (/'(^ , xa'e^o' xd"o 



(11.) 0 = W-c'|^ + ^-5^+^ 

§. 163. 

Beispiel: 

Es sei a =s 3, 6 =s 2, e s 1. Dann vird 

T = 70'^:il'43",61, 
und die Formeln (XO.) und (11.) nehmen die Gestalt an: 
(12.) 0 = fi(2 + V^^ + ✓128Et) 

(13.) 0 = nVm + l^«^--^+H . 

Wenn liidu die letzte Formel zur Berechnung anwenden will, so 
muss zunächst der Werth von q durch die Formel (6.) in §. 43 be- 
rechnet werden. Es war nach dieser Formel: 

cos/» = |i'|f=I^Vi» ^ /J = 51«2'4m7 und ^=^itgiß' 
und xwei CUeder reichen hin, um^v511ig genau 

fl = 0,1140188 

xu geben. Da die neunte Potenz dieser GrSsse auf die siebente De- 
eimalstelle keinen Einflnss mehr bat, so wird: 

logQo' = lüg(l-i-2g4- 2g7 = 0,1786674 ' 

und 

d"o _ S{q—Aq*) _ 



log 
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» 

Ferner ist bei diesem Grade der AnuXheriiDg: 

Itß^ — _ 4(ysin 2x 2q* sin 4a;) 
"~ 1 +2gf cos 2a? + 2^*00840?' 

Bere.i'lmcl man nun cos 2a; unt Hülfe der Formel (4.) iu §. 44, so 
findet mau den Weith von a; = 60" = ^tt. Es wird also 



und 



^= -0,2946278. 



Mit Hülfe dieser Zahlenwerthe ergiebt sidi aus der N. 13 die 
Oberflttehe des EUipsoidS) dessen Halbaxen V, 2' und 3' betiragen. 

0 a= 48,88212 Quadratfuss. 

Die Bcrcchnunfi; des Gliedes l%x wäre freilich beschwerlicher ge- 
wesen, wenn das x nicht einen so einfachen Wcitli angenommen hätte. 

In der Formel {^'2..j erscheinen dio ellipUbclien Integrale der ersten 
und zweiten Gattuiii^ beide zugleich, es liisst si<'h daher die in §. 160 
gelehrte Methode der Berechnung «bcuiallb, besonders ihrer grossen 
Gleichförmigkeit wegen, vorlheilhaft anwenden. Verlausehen wir die 
dort gebrauclite ßezeichuuug q) mit dem Buchstaben t, so edialtcn 
wir sogleich: 

also 

sin^ = l^|; eosy^l. 



ferner 
und hieraus 



sinr, =i; cosxr, = 

Es bleiben also nur noch die Wuikel y^, y^, und t, , t, , 
zu berechnen ülirig. Üiese IJereelinunyen lassen sich ohne Benutzung 
der Sinustaft'ln ausführen und man über/ciif^l sieh bald, dass die 
beiden Integrale F(t) nnd Ein eben so leichl bis auf 14 Decinialcri 
genau t^efunden werden können, als fi'iibef drr Werth von n in %. 159 
bis zu diesem Grade der Annäherung iieülitiinit wurde. 

Die weitere Durchführung der sehr einfachen Rechnung liei'ert 
folgende Wertbe: 



üig 
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Die weitere Durchführung der sehr einfachen Rechnung liefert 
folgende Werthe: 



y =60« 

= 37»45'40",478 

=::20M6' 2",228 
y, = 10M9'41",246 

•y^ ^ 20342",364 
9),: 180« 443",099 



^ = 70*3t'43'',61 

= 22° 9'17",814 
g), = in5'19",057 
5P^= 5*39' 2",364 

q>,'A) Ü7ä3",17fi 



y: 11500600= 0",022 : 22680 = 6",637 



20785",485 
6759",813 



6759"»813 



14025",672 also F{t) = 1,5801229. 
sinT siny? = 0,3535534 = 0»5 748033 



2sinT,siny^ = 0,1599907 
46inv,siny; = 0,0484864 
8sinY,siny; = 0,0127728 



0,5748033 



iDtt : 3 = 42576 

D*uiAh^ 579 

DSt : 2835 r= 27 

Z>^: 722915= 3 



. 0,5791218 
F{%) = 1,5801229 



Mit diesen Werthen findet man: 

0 = 48,88211. 



= 1,0010011 



$. 164. 

Die bemerkensverthe Formel: 

«x,y)'Ä(x^vO'+y(J^,|')•^?(^>'r 4-Ä(^,v)7(.'^',»'')' = 1 

oder 

(1.) /•»r+^V'+Ä'r = i, 

in welcher x und x' von eiiiauder unabhängige Grössen und v und 
y' durch die Gleichung w" = tt^ mit einandei- verbunden sind, wurde 
bereits in §. 34 gefunden und schon in §. 122 zu goonielrischcn 
Untersuchungen benutzt. Sic Uiss( sieii uinuillelbar für die Berechnung 
der ubciilaciic enics Ellipsoids anwenden. 

Sc be Ubach, «Iliptisob« Iniegrale. 20 
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Dem wenn, wie in 122, 

die Gleichung des Ellipsoids ist und 

^ ^ JJ \dxdar dxdxf^ cnsot 

einen Theil der Oberfläche dieses Körpers darstellt, dessen Regren- 
ziin^MMi, so wifi es in §. 122 geschah, bestimmt werden imi.s>en, so 
kann uiaQ, vermöge der Gleichung (1.), die Substitulioneu machen 

(3.) f=<#'; i? = W; C = cAr. 

aus denen sich 

ergeben und das Flächenelement ähnlich, wie iu §. 122, die Gestalt 

annimmt: 

Nacli S. 157 N. d und N. 7' ist aber: 

^^•^ cö^5""pS""p/V'"/Ä'r ^ ^ 0* 

Diese Ausdrucke nassen in (2.) eingesetzt werden, um S durcii 

die Functionen f, g, h, g\ A' aiisgedrQckt zu erhalten. 

Eliminirt man aber aus den beiden letzten Gleichungen in N. 3 

erst 4 und /' und dann g und k, so erbSit man, wenn noch, wie 

pag. 200 , ^ 

f = /Äsin^p; g = j/ycos^); h = 

gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 

C 17* 

JjP I, 
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welche den fibnlicben auf der angeführten Seite entsprechen und die 
dort angegebene Bedeutung haben, mit welcher sich der Leser vertraut 
machen muss. Die Substitutionen (3.) nehmen vermöge (6.) die Ge- 
stalt an: 



(7.) | = asiag)/l — /» hiny'*; j; = 6 cos 5p tos y'; 

Die Constanten k und sind willkQrliehe . und nur durch die 
Gleichung: 

= 1 

mit einander verbunden. Diese Gonstanten lassen sich aber so be- 
stimmen, dass der Ausdruck unter der Wurzel in N. 5 in ein Product 
zerffillL Nach % 26 ist nämlich: 

k kr 

also wird 

fl* 6* c' ~ 6' h!a''^ kc' kiePV' 

""VT'^'Ä'aV ö ^ke'\b ~^ kfa' b J' 
Whrd nun k so gewählt, dass 
(8.) k'e*^kf*a*-b\ 
so erhält man die Zerlegung: 

(9.) ^- 1;^ + - + k'äO KT + 17)' 

Das Integral «S nimmt also, wenn man die Gleiclmiigeo anwendet 
folgende Gestalt an; 

(\o.) s==^-jydxdx'i{--kr-ifr)]^¥c^^ 

in welcher die Vrränderlichen x und gesondert crecheinen, und 
die Constanten k und ¥ sich nach N. 8 durch die Gleichunj^cn 

a—c a^-~c 
ergeben. Führt man in (10.) durtli die Koruiclu ((3.) die Winkel 
und g/ statt der Veränderlichen x und x* ein, und bezeichnet: 

20* 
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.i * 



6* 



ferner 



(11.) 



so wird 

(12.) S = P0'4-(?F-(?(?'. 

Die vier lalegralt] unter N. 11 lassen sich nach §. 143 durch ellip- 
tische Integrale drittw Gattung Uar.slt'llt ii , welche nach §. 137 auf 
solche der ersten iukI zweiten Gattung zurUekgeiüiirl werden können, 
wenn die Grenzen sich von 0 bis erstrecken. Wenn die Gpcnzeii 
von (p und ff)' tinbcslinnnt bleiben, sü hat man, wie bereits bemerkt 
wurde, aus §. 122 zu erselu n , welchen Theil der Oberfläche des 
Ellipsoids der Ausdruck S darstellt. Eine weitere Vcrtinfaclinny dieses 
An.sdrucks, die allerdings ziemlich umständlich ist, soll hier aber nicht 
vorgenonimcn werden, da der schwierigste Theil der 0|kerationea be- 
reite ansgetuiul worden ist. 

165. 

Von den mannigfaltigen Methoden, welche die Malhenialikei' er- 
sonnen haben, um die Schwierigkeilen der Integration bei der Bestim- 
mung der Oberüüclie des Ellipsoids zu überwinden, soll jetzt zunächst 
noch eine hauptsachlich deswegen mitj^-iuheilt werden, weil sie sieb 
einer Reihe sehr wichtiger Formeln bedient, welche bei vielen ana- 
lytischen l'iitersuchuugen benutzt werden mUi^n. Diese Uillfsforiuela 
wollen wir nun zuniicbst entwickeln. 

Es sei 

ein Polynom Tom (n 4- l)6ten Grade in Beztii; auf Ist nun iii<CiiH- 1> 
so erhalt man' durch Zerlegen in Partiolbrüche, wenn die Ableitung 
von ^{x) durch <f^(x) bezeichnet urird, 

, . o*" 6*" c* , 

(X,) — - i - 1~ 

^ (px {x — aj(jj'a ' [x — bjiy'b (x~c)q/c 

E& ist aber, wenn x<,a gedacht wird, 
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also kann man statt (1.) schreiben: 

flp C \ c c / *^ 

Ordnet man beide Selten dieser Gleichiiiig nach Potenzen Ton x 
und setzt die Coeffidenten gleich hober Potenzen einander gleich, so 
erhält man das folgende System von Formeln, wenn man zunMehst 
rechte nur bis zur Potenz as"--* fortschratet, 













g)'a 


q>'h 


cp'c 










Cm-2 




iffb 





I>iese Formeln liönnen sämmtlich durch den Sununeaausdruck 

angedeutet werden, in welchem (p'a n Faetoren enthält und m irgend 
eine der Zuhlcii 0, 1, 2, ...,n— 1 s( m kann, besteht (p'a z. B. aus 
zwei Factoreii, so linden also die idenlischeii Gleichungen SUtt: 

(4.) J 4 -1—4- L_=,o 

(5A ? 4- ^ +— ^ - = 0 

a — b.a — c ' b — a.b—c c — a.c—b 

Schreitet man in der Vergleicbung der Goefficienten gleich hoher 
Potenzen von x in der Formel (2.) weiter, so erhStt man noch folgende 
identische Gleiebungen; 
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(tii>:=-i-+JL+_L+...' 

Jode... Va^ft^c^ / «ya ^ 6y6 ^ eye ^ 

' V— .1,1.1,1,1 



Ia6c 



^ 1 I t , 1 ■ 

a'tp'a'^ b*g)'b eye 



1 1 1 

Vertauscbt man hier a, b, c, ... mit — , -r-, — , so ver- 

(l 0 c 

wandein sich diese Formeln iü die folgenden: 

5n+l .H-l , ^ , , 

(7.) = " 

51.+2 (.n^l 

+ + + + "* 



in denen 9^0 fibenfrUs ein Product von 11 Fadoren darstellL Ftlr 
n = 2 erhftll man also die (Belebungen: 

(8-) —7^ + . '1 + . = t 

^ a — b.a — c b — a.b — c c — a.c — b 

(9.) ^^"^ \-y h j. = a+6-fc 

a—b.a — c b — a.b~c c—a.c — b 

und aus der ersten der Gruppe (6.) 

1 1 11 

(10.) * j 1 1 '■ — . 

Die fünf Gleichungen (4.), (5.), (S.), (9.), (10.) sind es haupt- 
sUcblieb, was wir für das Folgende benutzen werden* 

S. 166. 

Nach diesen Vorbereitungen bebandeln wir zunMcbst die Aufgabe, 
jeden Punkt x, y, z der Oberfläcbe eines Ellipsoids 

9 11 

durch die Axen des Ceatraiscluiitts auszuürilcUea, dessen Ebene der 
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Berührungsebene im Punkte y, s parallel ISuft. Die BertthruDgs- 
ebene des EUipsoids im Punkte jp, » ist 

wenn ^, ij, ^ die laufenden Coordiuaten sind. Also ist 

(3.) fe+^+^ = 0 

^ ^ a b r 

die Ebene, welche diircli den Mittelpunkt des EUipsoids geht und der 
BerUlirungsebene parallel ist. Das Quadrat des Radius des elliptischen 
Centralschnitts, welcher vom Mittelpunkte nach irgend einem Punkte 
§rj^ der Peripherie desselben gezogen ist, sei u, dann hat man die 
Gleichung: 

(3.) r+^'+r«» 

und «eil auf dem EUipsoid liegt, audi 

W 1 + 1 + 1= «• 

Betracbtet man die Gleiebung (3.) als die Gleichung einer Kugel 
und zieht Ton ihr die (4.) ab, nachdem man ihre beiden Seiten mit 
ff multiplieirt bat, so erhMlt man: 

(5.) •£ia-u)+f(b-u)+£-[e-u)^0. 

Diese Gleichung ist offenbar die Gleichung einer KegclflSche, deren 
Spitze im Mittelpunkte des EUipsoids liegt und deren Mantel durch 
den Durchschnitt des EUipsoids und der Kugel geht. Wenn der will- 
kürlich gewählte Punkt ^)]^ niciit 7Airällig im Scheitel der grossen oder 
kleinen Axe des Centralsclmilts liegt, so giebt es vier Punkte in der 
Peripherie dieses Schnittes, welche gleiche Entfernung vom Mittelpunkte 
des EUipsoids haben, so dass also die Kegclllache (5.) von der Oentral- 
ebenc (2.) in zwei geraden Linien geschnitten wird, welche mit den 
Axen der Ellipse gleiche Winke! bilden. Ist aber der Punkt ^rjC ein 
Scheitel der grossen oder kleinen Axe des eUiptlschcn (ventralsehniits, 
dann fallen diese beiden Linien in eine einzige /usaminen, wtl( Ik i nt- 
weder die grosse oder die kleine Axe dic^rr Ellipse ist und die 
Ccntralebene wird in diesen beiden Fallen die Kegelfläehe (5.1 nicht 
schneiden, sondern nur berühren. Die Gleichung der BerUhruugsebeoe 
^n diese Kegelfläehe (5.) im Punkte ist aber 
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(6.) |'|.£:rf+^,.»_if + j'j.!LJf = o. 

wenn ^, ff^ p die laufenden Coordinaten sind. 

Diese Ebene und die Ebene (2.) mflssen also identisch sein. Da 
die laufenden Goordinaten in (2.) |, 37, C und in (6.) I', 17% ? ge- 
nannt wurden, so hat man also 

(7.) a?=|(o — ff); y = rj{b — u); » = f(c — «). 

Führt man die aus diesen Gleichungen entspringenden Werthe 
von I, jy, ^ in die Gleichung (2.) ein, so erhält man die Gleichung: 

X* y* z* 

aus velcber u als die Quadrate der beiden Halbaxen der Ellipse gefunden 
irird, in welcher eine Ebene das Ellipsoid schneidet, die der BerUh- 
rungsebene im Punkte xyz parallel Iftuft. 

Die quadratische Gleichung (8.) bat aber swei Wurzeln, die mit 
u und 9 bezeichnet werden m&gen, so dass also und -/t die beiden 
gesuchten flalbaxen sind. Es findet ausser (S.) daher noch die zweite 
Gleichung Statt: 

^ ' a(a—eyb{b — t) c{c — v) 

Aus den ^'l' irhimgen (1.). (8.), können nher jetzt aiieh die 
Goordinaten x, y, 5 durch die Gi-iKsscn n, h, c, u, v aiis;,'''(lriickt 
werden, oder wenn man das Ellipsoid durch eine Ehene schneidet, 
welche duicli seinen Milteliiunkt gelegt ist und in dem elliptischen 
Durchsrlinitle die beiden Axen bestimmt, so lassen sich aus diesen 
Grössen und den Axen des Ellipsoids die Coordinaten x, y, % des 
Punktes berechnen, in welchem das Ellipsoid von einer Ebene berührt 
wird, die der Fhenc des Centralsehnitts parallel lätifl. Es giebt aber 
offenbar, wegen der syninieUischen Gestalt des Körpers, im Ellipsoid 
vier Centraischnitte, deren Axen dieselbe Oriisse haben und da jedem 
dieser Centraischnitte zwei Berühnnifsebcnen parallel laufen, werden 
acht Punkte x, y, z auf dem EllipMiido durch dieselben Grössen a, 
b, c, u, V bestininit, was auch daiaus folgt, dass aus den erwähnten 
Gleichungen nur die Quadrate von a;', y', s' gefunden werden können. 
Beiläufig mag noch henierkl werden, dass die Durchschnitte der beiden 
Kegel (S.) und (9.) mit dem EUipsoidc (l.j die Kriimmungslinien des- 
selben bilden, welche durch die acht erwähnten Punkte gehen. 
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Um aus den Gieichujigen (1.), (8.), (9.) die Grössen — , ~, — 

zu finden, bedarf es keiner weiteren Rechnung, denn setzt man in diese 
GleicbUDgen die Werthe ein: 

. . ^ a—u.a — 0 _b—u.b—v^ g* _ c-^ti.c—g 

^ a ~~a— 6.a— c' 6 a.6— c* c ~~ c~a.c— 6' 

so werden diese Gleichungen sSmmtlich befiriedigt 

Die (1.) Terwandelt sich nSmlich durch diese Substitution in: 

a'' — a(v -\- r'] [ ur Ir - !>(u^v) -j-uv c^-~c(ii-\-r'\ \ iiü ^ 

a—b.a—c ' b—a*b—e ' e—a.e—b "~ ' 
eine identische Gleichung, iveldie offenbar durch die Formeln (4.), 
(5.) und (8.) in 1. 165 bestKUgt wird. 

Die (8.) geht durch dieselbe Substitution in: 

a—b,b—e^b — a.b—e e^a,e—b 
Ober, und auch diese IdentitSt findet ihre GeslStigung durch die Foi^ 
mein (4.) und (5.) in %, 165. Ebenso wird dann auch die Gleichung 
(9.) in eine identische verwandelt Die Gleichungen (10.) bieten also 
wiridich die gesuchte Auflösung dar. 

Bezeicbnet man, der Kurze w^^en, die Nenner der BrOche in (10.) 
in folgender Weise: 

a—b,a—c = A; 6 — a.6— c = fl; c— o.c— 6=C, 
80 findet man aus diesen Gleichungen, wenn mau sie logarithmiscb 
diffcreuzirt, auf der Stelle: 

(Ii.) j 2.,=-|/A{.«yg+*,/g| 

Fuhren wir die Bezeichnung ein: 

~ dudt dudo 

Y ^dz dx (Ix dz 
du dv du dv 

^ dx dy ^dy dx 

~ dudt du dl»' 
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SO ist bekanntlich das Flttchenetement 



Aus den Gleichungen (11), welche wir später benutzen werden, 
eittuiniüit man aber die Wertbe von 



dx _^ faJa—v dx n/^i/i~! 



t—u 

-V 

unmittelbar, wenn man in ihnen erst t> und dann u als cooslant be- 
trachtet Ebenso findet man die entsprechenden Wertbe von 

äff d^^ d*^ ^ 

du' dv 
Wir machen diese Bemerkung übrigens nur, um die An&eiehniing 
einiger Formeln zu ersparen. 

Hit diesen Ausdrucken findet man, wenn 

a— ii.i— n.c— tt = U 

und 

a— «.6— ».0— I? = V 
gesetzt wird und man, der Kttrze wegen, \^tti T ^^^^ ^ bezeichnet, 

« A ' ip"" B ' 

Z' _ ab»c—u.c—b 
1p ~ C 

Betraehtet man nun wieder die Gleichungen (4.), (5.) und (10.) 
in $. 165, so ergiebt sich das Filichenelement 

(12,) dS = \du,dc(v-u)^- 

Lfisst man in den Kegeln (8.) und {9,) die Grössen ?/ und v 
sich entsprechend von bis «, und von bis t), stetig ändern, so 
bestimmt der Durchschnitt dieser Flächen und des Eüipsoids (1.) eine 
stetige Folge von Punkten, welche auf dem Octantcn XYZ des Eüip- 
soids zwischen zwei Paaren von KrUmmiingslinien liegen, die von den 
bezeichneten vier Kegelllächen begrenzt werden. Ist nun a^b^c 
und ei'strecken sich die Werthe des tt von b bis a und die der Ver- 
änderliehen V von c bis b, so giebi das integral der Gleichung (12.) 
die Fläche des ganzen Getauten. 
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Die Oberflüche des ganzen Ellipsoids ist also: 

v/ ^a—v,b—v.t>—c-^ \'a— u.u—b,u^c 

^. i/a— ©.6— c«/ l/a— « .«—6.11— c 

Die ZTirücklÜlüung dieses symmetrischen Ausdrutlvs aul die ein- 
fachen Formeln des §. 162 lässt sich zwar mit Hülfe der Forii)> lu des 
dreizehnten Abschnitts in der ersten Abliieiluiig bewerkstelligt u, er- 
fordert aber doch immer noch ziemlich umstUndliche Hechnungen. 

% 167. 

Ueber dl« Bew^^nng einet Fimktes aaf dei ObetflSehe eines ^lipecids. 

Obgleich die beiden Probleme, welclie wir jetzt behandeln werden, 
nicht auf elliptische, sondciTi auf Abcrsflie Integrale führen, bei 
welchen das Polynom unter der Quadratwurzel den vierten Grad 
Ubersteigt, so glauben wir dennoch ihre Behandlung hier einschalten 
zu dürfen, da sie uns Gelegenheit geben werden, den Nutzen der im 
vorigen Paragraphen eingeführten Coordinaten nachzuweisen and ausser« 
dem auch dem Leser einen Einblick in ein anderes, hoher liegendes 
Gebiet der Analysis eröffnen. 

Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes auf der Oberflüche eines Ellip- 
soids zQ bestimmen, welcher von einer Kraft k nach dem Mittel- 
pimkte desselben gezogen wird, die proportional der Entfernung 
wirkt. 

Au flüsung. 

Die Gleichung des Ellipsoids sei wie in §. 1^65: 

9 3 9 

(1.) Ü4-f+l-=l 
^ ^ a b c 

lind der NViderstaiul de.ssolbeii normal gegen seine Ohcrfliiclie \vi rde 
durch X bezeichnet. Hie newc^'unys^lcjchungen sind dann, woiin die 
Abicilungen nach der Zeit i durcli Accentc ausgedrückt werden, 

(2.) a^^^+kx; y"=='l~-\-ky; »" = ^+te. 

Mnltiplicirt man diese drei Gleichungen enlspiechend mit -*^, — 
und addirt die Producte, so erhält man mit Rttcksicht auf (1.): 
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(3.) ^+f.4'=<5+i:+S)+*- 

Differenziit man aber (1.) zweimal nach einaader nach t, so ver- 
schafft man sich die GleichuogeQ: 

Bezeichnet man nun: 

/..• 

7+1^+1?='' 

SO lüsst sich (3.) darstellen als 

(6.) —q=:kp-{ k. 

MuUiplicirt man jetzt die Gleichungen (2.) entsprechend mit 

2—, 24-, 2 — ,80 liefert die Summe dieser drei Prodiicte mit Rück« 

ö h c 

Sicht auf (4.), 



und diese Gleichung ist nichts Anderes als 

(7.) 4r=lff. 

EUminirt min t ans (6.) und (7.), so gelangt man zu der Gleichung 

deren integral 

+ % + = i4 
oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen Übergeht, 

(8.) p{q-\-k) = A, 

Multipliciit man endlich noch die Gleichungen (2.) entsprechend 
mit a/, y\ und beachtet (4.), so erliali tuau als Summe dieser drei 
Producte die Gleichung: 

deren lutegral 
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(9.) «"+^'^4-2" =&(a;'4-y^-i-a') + 5 

ist 

Um die Lösung unseres Problems zu beenden, mttssen vir jetzt 
zu den Gleicbungen (11.) im vorigen Paragraphen zurQckkchren und 
die Sunitne der Quadrate dieser drei Gleichungen bilden. L'm aber 
das einfache Resultat dieser Operation sogleich voniusfieben zu können, 
muss man sieh der identisclten Gleichungen erinnern: 

Ä ^ B ^ C 

a ^ b ^ c u 



Ä{a-uy B{b-uy C(c-u) U 



A{a—uyB{b-uyC{c-u)'^ ü' 

vüii diMien die erste die IS. 5 in §. 1G5 iöl und die zweite und dritte 
die Gleichung 

gm 

^^=^ 

für m = 1 und m = 2 darstellt, wenn der Nenner qfa aus drei Fae- 
toreu besteht, denn nach der Bezeichnung im vorhergehenden Para- 
graphen ist 

ef = -(fi-.a)(ii^6)(«-c). 

Verlauscht man nun in diesen beiden letzten Gleichungen noch 
«I mit so sieht man auf der Stelle, dass 

ist, oder, wenn mau das Bogcnelenicnt mit ds bezeichnet, 

(,o.) A. = 4(«-»)C-^'-"4-> 

Dividirt man aber die Gleichungen (11.) der Hcihc nach durch 
^a, ^b, und bildet dann die Summen ihrer Quadrate, so erhält 
man die Gleichung: 

wenn man noch die Formeln 
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und 

i4(a— ii)"'"ä(6 — w)'^ C(c-H) ~~ ü 

und die aus diesen «liudi Vfrlaiischim^' von u — r> abgeleiteten, bcrück- 
sieliti^'t. Aus den Gieiehnngea ^10.) in §. 166 bildet man sehr leicht 
noch die beiden Formeln: , 

und 

(13.) a?»4-!^'+»' = a+fr + c— II— f>, * 

wenn man die GleichuMgeii (9.J und (10.) in §. 165 zu llüllc iiinimt. 

h diesen Vorbereilungeu liisst sich der Gleichung (9.) jetzt die 
Gcötalt gebeu:. 

(14.) i(,_e)(J^'L££:!) = C-fc(«+p). 

wenn man die Gonstanten k(a-\-b'\-e) + B durch C bezeichnet. 
Nach (11.) und (12.) ist 

(150 M = 4(»-«)Ct-W 



(16.) P = 



abc 



Führt man .diese Wertbe in (S.) ein, und bezeichnet die Constante tütcÄ 
mit D, so nimmt diese Gleiehung die Gestalt an: 

(17.) i(«-»)U-T) = 5?-*- 

Ans dieser Gleichung und der N. 11 liissl sieli durch blosse Di- 
dl i'liiiiiiiiren und so die Düfcicntialgicichung der Bahn des 
bewegten i unktes in der Gestalt: 

herstellen. In dieser Gleichung, \velehe auch so dargestellt werden 
kann: 

(18.) = + ^ ^^^^^^ ■ 
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erscheinen die Veranderticben gesondert. Vertauscht man noch u mit 
und V mit so nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 

(19.) * 



y(ar - 1) (frr - 1) (ci- ~ 1 j{Dr' -Cr-\-kj 

du 



1^(011- l)(6fi-l)(cfi-l)(/)»'-DiH-*) 

Wenn nun aus dieser Gleichung, in welcher die verSnderlieben 
Grossen unter dem Wurzeteeichen j auf den fttnhen Grad steigen, v 
als Function von it bestimmt ist, so Utest sich dann auch aus der 
Gleichung (15.) t als Function von « oder e darstellen. Eine weitere 
Verfolgung des Problems ist aber mit den Mitteln, welche uns hier zu 
Gebote stehen, unmöglich. 

S. 168. 

Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes aaf der Oberfläche eines EWip- 
soids in einem widerstehenden Mittel zu bestimmen. 

Der Widei stand habe die Fona 

wo V die Geschwindigkeit des Punktes und a constant oder eine Func- 
tion der Zeit sein kann, ebenso wie (i als eine Constantc oder als 
Function des ilurehlaufcrjen Bogens *• betraettlet werden darf. 

Die Bewegungsgleichungen sind dann, wenn die Bezeichnungen 
aus dem vorigen l^ragraphen bcnut/t werden, 

<r" = ^+(a» J = ^ + (« +ßo)^, 

oder, wenn man der Kürze wegen 

a-\-ßi>=:k 

setzt, und die Mhnlidien fUr die beiden anderen Ordinalen bildet, 
(1.) a^^^+W; + »"=^-|-te'. 

O u C 

VerRihrt man nun mit diesen Gleichungen ganz so, wie bei der 
Behandlung der vori^'ca Aufgabe, so erhüll man: 
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oder 

(2.) «' = V + 2*g» 

ferner mit Rücksicht auf (4.) im ?oi1iergehenden Paragraphen, 

oder 

(3.) -q^kp. 

Die Elimiiiation von k aus diesen beiden Gieichua^eii giebt üi 
Gleiciiung: 

oder 

(4,) = 2&rf« = 2(at//-t-iSü</0 = 1{adt-\-ßds). 

Bezeichnet man 

%J adl^T und lJßdi = S 

und nennt die Integrationseonatante A, so eiiiäU das Integral von (4.) 
die Gestalt: 

(5.) pq - 

Aus den ükictiungen (1.) bildet man sieli nocli leicht die foigendcn: 

oder 
oder 

(6.) ^ = kdt=:ttdii-(iäs, 

deren Integral 

(7.) = B^'^+^> 

darstellt Das Quadrat dieser Gleichung ist 

oder nach (10.), (15.) und (16.) im vorigen Paragraphen 

abcA 

Aus dieser Gleichung hebt sich rfl* fort und für -^ssCItthrt 
sie sogleich zur Diifereatiaigletchuug der Bahn der Curve: 
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Diese Cum, welche der Punkt durchläuft, ist offenbar zugleich 
die kfirzeste Linie auf dem dreiachsigtii Elüpsoide und die Coiistruction 
dieser Linie IXsst sich also nicht mehr durch elliptische Integrale he- 
wkstelligen, sondern fordert die Keunlniss der Abersi^hcn Transcen- 
deuten. Viel weiter eingehende Untersuchungen dieser Aufgabe hat 
Herr WeieivU-ass der Berliner Akademie mitgetbeilt und einen Auszug 
davon in den Monatsberichten vom Jahre 1862 p. 986 veröffentlicht. 

§. 169. 

In gewissen ialk-u lassen sieh Integrale, vvclchc in diu Klasse 
der Abefsehen zu gehören scheinen» dotli ant cllipiibchc zurücknibren 
und wir Wüllen diesen I^aragraphen dazu bcniit/.cii, um eine Substi- 
tution uiitzutheileii, iliirch welche eine solche Ikduction gelingt. Ob- 
gleich sie Ulis iiKlil dazu l'iiluen wird, einen wi leren S< hntt zur Lö- 
sung der beiden behandelten Aulgaben zu Ihun, so kann sie doch iu 
vielen Fallen nUt/lielie Dietistc Insten. 

Sind a und b /.wii CuiiNlaUen und unlerwiril luau die Ver- 
änderlichen X, y, s den Bedingungen, dass 
( 1.) a^lg«' = Igi/'; und xl-h' tg;^^ 

so lolgt, weua die Wurzel positiv genoinmeu wird, 

xlgütg^ = l^ylgz . 

und es kann 

eosusin» -sin w cosa 
^ ^ cosasnio sinacoso ^ 

gesetzt werden, wenn die Veräiitdoiaich^n^ und« gehörig eiiigesehräukie 
Werthe erhalten. ' .. ■ ' 
Aus (2.) folgt"* ^jfleich: 

\ ■ f 1 2i/sin2Ä 

^ * * . sm2asin26 

und 

(4.) sin (a — 6) sin 9» = sin (y ») , sin (a -f; 6) sin 9 sin 

Eliminirt man aus den beiden Gleietiungen (2.) den Winkel 
so wird 

, , sina' , , sin t/* 

sHi(i) = cos V i-r cosa^ -r-^ 

^ ^. cos«*^ sina' 

oder ' ' 

«.« _ 1 sin?/' siii/r Sinz' sina' , sina* sin w" . . 

cos^ = 1 — 5 - - — ,eosa" ' — iL^ na« 

suja sma euaa cosa cosa sma 



^22 Krater Abachuitt 

oder 

DifTerenzirt man die Gleichungeo (1.) und (3.) logarithmisch, so 
findet man: 

dx _ dy _ rfs 
^^•^ 4aj~ sin2y *^ sin2»' 

cotqfdffi = eox2ydif-\-^M%»ik — (cos2y+co«2ss) — 

oder 

(7.) eoifpdg> = cos(^ — ä;cos(^ -f g^. 

Drückt mau mit Hülfe von (4.) den COs(y — durch g> aus, so 
wird hienmeli: 

dcp dx 
(8.) — ==^=== = cos(i/ i-i)igq> 

Aus den Gleicliungen (l.) findel luau aber: 

1 I 
cosy — -T — - ; cos« = ■ ; =r 

• ^a;tga |^d9tg6 



und mit diesen Werlhen 

siny' 1 — X ^ Sinz' l — xi^ a'i^b* 

"~sina' ~" i-{-xiga^* cosa' \-{-xl'^b 

also nach N. 5 

und aus 

(10.) sin^ 



cos a cos 6 } ' I l- a? lg |' ar tg 6* 
[einer 

cos(y -|-a)sin^ = c08acos6(l+a?tga-Kl+«>«*')' 

• Hiernach vei'^N'andeU sich (S.) in 

yl — sinfa- by^mcp 

{\ — x\ga lg b) dx 
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Vertauscht man b mit —b, so entsteht aus dieser Formel die 
folgende : 

_______ d(p 



(12.) 



i\ — ^\n{a-\-bys\{\(p'^ 



2cosflCos6ya?(l — «){ 1 + a?tga*) (1+ «tg6*) ( I — «tga" tg6') 
Die Summe und Differenz dieser Gleichungen liefert, wenn man 
▼on 0 bis x=iXt a[so von 91 = 0 bis ^ 9» integrirtf die 
Formeln: 

(13.) / ; — — 

= cos cos 6 I / ^ -|- / T — \ 

(14.) /; . 

< |/(l-a;)(l-h«tga«)(l+a!tg6')(l-«tga'tg6*) 
cosacosft I dq> /*9 dip 



sin(a — 6)'sing5*j 

Wenn man in diesen Formeln 6=4^ setzt, so nehmen sie fol- 
gende Gestalt an: 

(15.) /; ''^ 

Cosa f9 d(p I Cosa 

"* 1^2/ y 1— 8m(i« + o)'sin 72 / yi-siu(i»i— o)'siii^»' 

•{fl'(l-V)(1-x«lga*) 



Cosa /V 

""/atgay^r:! 



dqp Cosa /*y rf<p 



1" sin ({TT-}-«)' sin 9)' |/2tga / j 1 -biii({;T-aj"bin^' 
während die Verändciiii hnn x und 9» durch die Gleichungen: 

cos cp = l T— ; — • ~ — ~—i und sin w ~ 

^ 'IH-a? l+jTtga' ^ Cosa) l-fo;] l+xtga* 

mit eioaader zusammenhangen. 

Diese Substitutionen, durch welche die ZurttckfUhrung von Integralen, 

welche scheinbar der Klasse der Abelschen angehören, auf elliptische 

Integrale gelingt, sind zuerst von Legendre mit grossem Seharfeinn 

ersonnen und im dritten Bande seiner Theorie veröffentlicht worden. 

21 ♦ 
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Später haben sie \üii .lacohi eine Veraligemeiuening erfabren, welche 
er gelegentlich bei eiiu r Anzeige ervväbiit, die er vou dem Legendre'schen 
Weike im achten Bande des Q-elleschen Journals macht. Sie er- 
schciiii ii hei uns in anderer Form, welche vielleicht durchsuebUgiT ist 
und sieh der rieihrnnig leichler unterwerfen lüswt. 

i:s kann hier nO(h tMmierkt werden, dass, wenn nian in den 
FoiiiM lii (13.) und {H.) ig6' durch — tg6* ersetet, also b imaginär 
und aiisMifh'ui nueh kleiner als \n aninrnriit, dann der Winkel g> 
reelUi Werihe durchläull, während sich x von 0 bis 1 e^reckt. In 
dit sdii l alle werden aber die Moduhi der elliptischen Integrale erster 
Gailuiig imaginUr und \eruiöee dei Gleichungen (11.) oder (12.) ISsst 
sich also ein Integral von der Foim 

''V d<p 



sogleich in einen reellen und einen imaginSreu ThetI zerlegen. 



%«vet«er Abüclinltt. 

Die UberÜäche des scbiuleii Kegel». 

§. 170. 

In der Figur stelle SEF einen 
AxeuschnitI des Krciskegcls dar, 

welcher senkrecht gegen die Basis 
EAF ^m\A'\ ist. Die Höhe .S^~c 
des Kegels ircllV den Radius OE = a 
der Biisis in der bintCernung 0H= b 
vom Mittelpinikte des Kreises und 
die A\e OS st'i ^ejzcTi dt'n Hadius 
OE unter den Winkel EOS = y ge- 
neigt. Bildet der be weghebe Hadius 
OÄ mit dem leslen OE den Winkel 
EOA = qt, so kann AB = adip als Grundlinie deg elementaren Drei- 
eeks ABS getrachtet werden» dessen Höhe SC ein Loth von der 
Spitze S anf die verlängi itc TaT gcnie BA darstellt. Da HC senk- 
recht auf AC Sicht, so ist AK = HC, wenn HK parallel AC gezogen 
ist Aber ist: 
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A ABC = I ad(f i^c' -f- (ö — 6 cos q))*. 
Der Theil des Mantels des Kegels, welcher zwischen dm Knnten 
SE und fiL4 liegt und mit J bezeiehnet werden soll, wird daher 
durch das Integral bestimmt: 

Um dieses integral weiter behandeln zu können, setze man zunächst: 

(1.) tf— (cos^ = ctg^ 

a h a~\-h ^ e 

(2.) — = tg«; -~- = ts/J; y = tgy. 

Man erhält dann soKleidi: 



f d-ip ./ cos c COS/? 

Dies Integral ISsst sich am bequemsten durch TheUfunctionen 
ausdrücken, wenn man die Substitution macht: 

(4.) |^/a; = sin(i//-A), 

wo il der Werth ist, den rff erhält, wenn x verschwindet 
Nach dieser Annahme ist, vermöge $. 26: 

(S.) *f=co.(^-A) ..«4 g^^'f^%-ün(^-l)' 

Setzt man nun, wie gewöhnlich, 

(6.) S = ÄS' = *"'^ 

SO wird 

, _ sin(if^— A-f ft)sin(^-h/< - ' 
^ " sinfioosju 
Wenn also die Constanten A und so bestimmt werden, dass 

(7.^ = a und k^n=ß, folglich A = i(a-i-/J) und 

so erhält man: 

2sin(i/>-«)sin(/?--V^) 
W 8in(|J-«) 

Die Ableitung na( h x von (4.) liefert sogleich, wenn man (5.)- benutzt, 
(9,) d\p = dof^ogxdx. 
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Cm also das Integral / voltsttndig durch Thetafiiiictioiien dar- 
stellen zu kQnnen, ist nur noch erforderlich, cos^ durch diese Func- 
tionen auszudrücken. Nehmen wir nun an, dass sich x in % ver- 
wandelt, wenn jff den Werth annimmt, so gehen die Formeln 
(4.) und (5.) Ober in 

-(10.) ^ß = coik und ^ = sinil 

und es wird daher 

(11.) cos V/ = 1^ (fihx — h^fx). 

Setzen wir noch der Kürze wegen it:y ~ t\ so ist nach N« 2: 

e 2 cos a i-osß 

7 

Für ^ = ,) 71 erhült man aber aus (8.) : 

i' ^ 2 cos a cos/9 _ ^ ^, 

oder 

— it, 

so (Ihss al&o imaginär wird, obgleich fa und ha sich alö reell 
darstellen. 

Mit diesen Annahiuen erhält man auch: 

sin(/u-fy) « . Lt cos(/u-{-y) 
' cosy ' cosy 

Mit Hülfe dieser wenigen Substitutionen nimmt tmser Integral 
nach leichten Transrormationen die symmetrische Gestalt an: 

(12) ,_ aVdo' dx 

Dai.s die untere Orcti/c des Intc^'rnls — ist, ergiebt sidi .lus 
N. 4 und N. 7, nach welchen i'oiJiielu sich x von —\n bis -f 2 ^ 
ausdehnen mui>i>, während sich ij) von a bis erstreckt; denn es ist 
bekannthch: 

A±l'r) = ±g- 

Den Werthen von ip 

a; i(«4-/?); ß 
entsprechen also die Werthe von .t: 
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Das Integral 

iiisst sich nun teicht in seine einfachen Bestandthefle aoflOsen. Nach 
§. 26 ist nämlich: 

also 

Nach einigen Verwandlungen findet man: 

Setzt man nun: 
so irird 

Also 

Bei dem einen dieser Integrale lässt sich die Integration unmittel- 
bar ausführen, denn setzt mau: 

^* f r €osoreo&^ ' 

so wd 

t 4 

.V .V 

(13.) /^=|ycosx'* = ^,(X + i»to2«)- . 

Der Tbeil von J, welcher aus diesem Integrale entspringt, ist also 

Es bleiben nun noch die beiden Integrale: 

fdx ^ fdx 

m bestimmen übrig, von denen das erste ein elliptisehes Miitep-al 
dritter Gattung ist, und das zweite sich mit Hülfe der Reduclionstorinel 
in §. 5 auf Integrale erster, zweiter und dritter Gattung zurückiUhrca 
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\wss9. Es ist aber zweckmtlssiger, liir dicsr RediKiion ffllgeoden br*> 
qiieiheren Weg cinzusrhlAgen. Man dilTercnurl don Logaritbmiis von 

iN. 5 in % 27, nachdom o durch s und fx^—ß^ duivh ^-r^— = — r-« 

ersetzt worden fft, zweimal naeb und zweimal nach s. Man eriiSlt' 
dann . _ • 

Die Differenz dieser Gleichungen liefert: 

04.) f^If!^) = 2rö.-2r<»x. 

Es ist aber ' .- . - 

, fiz G 

und wenn mnn ditsc rTli idiimg zu N. 14 addiil, in I dx multiplioitl 
und dann integrirl, so. wird: 

Diese Formel liefert also di<' jiew iiiisch te ReducUon. 
Ui;r CoeHicieiit dtis /.weiten Integrals ist 

Daher wird 

/ 'dx , ff'^a /'dr _xP'Oz —l'^x g'z /dx gxg'r 

G' ~' qi^%l G " p»V» G ' gi^^%G 
imd da = — ^ erhält man tUr J den AHs.üriick: 

Naeb N. 5 in 130 ist aber: 

und dtrsrn Werlli Knitii man für das (ute^'i.il in i 15.) einsetzen, wenn 
Alles djirdi Thetafunclionen ausgedrückt werden soll. 



\ 
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Um den vollstündigi^n Kegelmantel zu erhalten, raiiss man dann 
X = einfuhren und das I^>stiltat verdoppeln. Dadurdi verschwindet 
aber die zweite Klammer in (to.), sowie da.H Glied Pßw und es' wird 

da nllrolich ^(s— 4(4» — s)r=~e|(^fr-f«) ,lst Um zn - 
entscheiden, welches der beiden Zeichen von n zu wKlilen ist, be- 
denke man, dass, wenn die HOhe c des Kegels zn Null wird, .der 
Mantol desselben zur Basis, also seine FIfiche /.-= na* Verden niuss. 
Die Winkel a und ß verwandeln sich dnnn in rechte, also verschwindet 
t, 90 wie der Winkel ft und mit ihm der Modul k, also auch die 
Grosse q* 

FOhrt roa^i den Werth von 9=0 in die Tbetafünctionen ein, so 
llberaeugt man sich, dass das negati>r Zeichen von n ^ewh'hlt werden 
rouss, nnd man erhhit dann, ^enn die Grösse des vollstündigen Regel- 
mantels mit J' bezeichnet wird, 

(16.) J'=.nat ^-j = na \fj^^-r.^+ ij- : 

$. 171. 

FOr dic'^Ausfllhrung der durch N. Iß angedeuteten .RedUwmgen 
bedarf man der Grttsse %, welche aus der Gleichung 

n ' Äs — '^'"^ — ^ 4-2gcos2a-^2g*cos4s-)-"- f 
^ ~ ] 0)7^* ~~ 1 — 27cos2»4-29*<'**s4» — 

nach der in §. 14 oder §. l',» aiific^ctHrien Metliodc {fdimdcn werden 
kann. Dit man den Modul k durcli die Gleielniag: 

k = sin ft = sin i iß- a) 

bereits kennt, so erjjiiebl sich der Werth von q mit Hülfe der r.leiehung 
(6.) in §. in. Ans fl.) tir.dtt man llir <o$2z eine negative Grösse, 
welche j^rössci- als 1 ist und nuL — n bezeichnel werden .mag, so 
dass man die Gleichung hat: 

■ cos 2«= — ». i 
Setzt man nun • 

so wird 

C082» = — cosyi = - ^ <,e> 
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Für 
isl also 

(2.) sia^ = — und sin 2* = sin(fi— yi) = sinyi = — ^r— = — • 



Daher 



(3.) 



sin^ t 

2 . . M 2colp 
C084« = — 5 — 1 ; sin 4» = ^ 



Kann man nun vernachlässigen, so tindet man aus (l.): 

_ 1+2^*C084» _ (i-2V)sing» + V 
l^Jb 2gcos2ft 2g8iD^ 

Für 

sInA . 

ist also sin^ aus der Gleichung: 

fA\ 2g sing cot jd' V -^0 

zu Sueben. Wenn man auch 9* veroachlflssigen kann, so wird hieraus 
(5») sin^ = Sgeot^d*. 

Wenn aber q* keinen Einfluss mehr bat, so giebt.die Entwicklung 
der Wurzel der Gleiehutig (4.) nach Potenzen von qi 

(6.) m:i£. =r2qrcoti(5'-2gng4(J'. 

Da auf diese Weise g btstuiimt ist, so lassen sich nun die Wertbe von 

und m = -^-(^J 

leicht berecbneUf denn es ist 

<%»s;s l->2gcos2s+ 2g^cos4s — 
6^z= 4gfsln2»— 8g*8in4«-|-- 
d"z ^ 8geoB 2s — 32g^co84« + *< * 

.-V . I « 1^ ■. äo'sin2A 

Drückt man mm z mit Hülfe der Gleichungen (3.) durch ^ aus 
und benutzt die Gleichung (4.), so findet man: 
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also 
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(9.) i|i == — 2cos^sinid' — 4j*cot^sijii<J' 

(10.j ^ = -4smid' !L_2_ (i_is.«,'). 

Es sind somit alle Aiisdrüeke, welche dieFüimtl (16.) in §. 170 
enthält, fWr eine bequeme inmierische Bercclinung umgeformt. 

Wenn q so klein ist, dass bei dem gewünschten Grade von Ge- 
nauigkeit die zweiten Glieder in (6.) und (9.) vernachlässigt werden 
können, dann bedarf man zur Berechnung des Mantels des schiefen 
Kegels nur folgender Formeln: 

(OS € 

co»l«V2sin(/?— a) » v ä » 

Beispiel. 

Es sei a = 2 ; 6 = 1 ; c = 3. 
Dann ist: 

t«tf = i; i«/» = i; tgy = 3 = <*, 

also 

i(^-f.o) = 31*43' 2",9; \{ß-a) » 13M6'57M. 

Mit diesen "WerUicii findet man: 

€= 9" 24' 48" 

d= 57M7'52" 

^= 180**— l°i6'29",02. 

Es muss nSmlich ^ einen stumpfen Winkel bedeuten, damit tg^^ 
gi$8ser als 1 wird, also sich y aus der Gleichung: 

ey = igie 



r 
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als positive Grosse ergiebl. Ferner findet nran, wenn die Rechnung 
tHs' auf fünf Dedmalen geführt wird, 

\og^9^ 9,98164 

!^ = 0,46697 » 

^ = -0,93418 
/"ÖS = ^0,71612 



Also ist 



, ^ 1,29391. 
= 4fi. I,8ä693 =s 22,958. 



172. 

Wir wollen jet/t diestlbc Aufgabe auch noch dadurch lösen, daas 
wir das vorgelegte liilejiral auf elliptische Integrale znrückführen. Be- 
nutzen wir die Bezeichnungen ans 8. 17«, nach denen 

cosA _ sinA 

war. und führen noch die folgenden ein: 

fx = K^sin ^; A.i- = ^ , 

so verwandeln wir das Integral (12.) in %. 170 nach einigen Red.ictioncn, 
welche eine sorgfliltige Beachtung der bisher so oft benutzten Formeln 
erfordern, ziemlich leicht in das folgende: 

(1.) , j=.iac t cosaTo^ / (^^.xjg^^Sn j;^;;;^' 

Erweitert nian den Brnrh unter dem IntegraUeichen mit 

(cos ' Jff -j- ksm Asin rp)* 
= 1 8in2A^ -I- cos 2A(cos A'sin^»') 4- *8in2Asin y/fy, 
so verwandelt sieh der Nenner in L\ wenn 

cos JL* — A*sin^* = L 
gesetzt wird. Das Integral nimmt also die Gestalt an: 

J^\ac YcosacßsßJ (|sin2il'-f coä2ä . L-j- Äsin 2Asin ^^9») 

'1 « 
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Drr Ichte Tbett dieses IntfgiMls 



(tosÄ — A sin w ) 

lüsst sieh duiHrh die Mittel, welche in §. 1 70 N. 13 angegeben wurden, 
endlich integrirvn und soll mit 0 bezeichnet werdea. Es bleiben 
dann nur noch die beiden Integrale zu bestimmen ttbrig: 

Es ist aber 

also lassen sich beide Integrale in folgenden Ausdrack zusammenziehen: 



dl 



nnil ein beliebiger Theil des Mantels eines schiefen Kegels, welcher 
durch zwei Seitenkanten und den zwiscben ihnen liegenden Kreisbogen 
der Basis begrenzt wird, litsst sich also durch die Formel berechnen: 

(2. ) J — iac l/cosacos^^ | sin ^^^^j ^" 

Die ganze Obornjiche des Ke^'cls wird, da iJJ in diesem Kalle 
verschwiudet,dnrch da.s iaiu^iui ^ciuudcu; 

sin2i^2|^^j 

oder, wenn inan u»e Grenzen des IiitcLMMls sich bloss von 0 bis ^9r 
erstrecken lässl und <las Hesultat verdoppelt, 



(30 



/— i d i , /^^'^ da> . \ 

I 0 v COSA y ^ ) 

Das unbestiiinnte elliptische Integral dritter Gattung in (2.), dessen 
Berechnung fflr einen beliebigen Theil der KegelflNche erforderlich war, 
bat sich alfo in dn voUstündiges verwandelt, welches nach $. 137 durch 
Integrale der ersten nnd zweiten Gattung ausgedrückt werden kann. 
Um die in (3.) ungedeulete Ditlerenzining ausführen zu können, wen- 
den wir zunttchst die bormel (5.) in $.137 an: 
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in welcber wir 

(4.) J{ii,k') = — , alÄO eos^ = -j^tgA 

1 



and sinft^^n jV*'*— sinX* 

n COS A 

sabstituiren und damit die Fonial erlialten; 

dq> 



(5, r; .."^ 



Differenzirt mau die zweite der Formeln (4.), so findet man 

__ ^ 

und vvuiin man die Foraiel: 

berttcksiehtigt, so wird man- bei einiger Auftnerksamkett sehr bald 
finden, dass die Ableitung der rechten Seite von (5.) nach X zu dem 
Ansdrucke fnbrt 

Benutzt man nun aus 170 die Formeln: 

so ergiebt sicij, nacli leichten Heductionen, 

^ 2ac£ 
l^oosa cos/^ ' 
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wobei ft durch die Gleiebuag bestimmt werden muas 

welche sich leicht aus N. 4 ableiten lässl. 

Um die Formel (6.) eiiier Probo zu unterwerfen, nehme man 
ß = a ao; dadurdl erhält ft den Werth und der Ausdruck in 
der ersten Klammer der rechten Seile verschwindet vermöge der Le- 
gendre'schen Formel in S* ^^1: 

Weil jetzt der Modul ifc — O ist, so wird £ = ^nr und das letzte 

Glied nimmt den Wertl» an, wie es sein muss. Dieses letzte 

cosa 

Glied wird also überhaupt, wenn a und ß nieht sehr von einander 
versebieden sind, den quantitativ bedeutendsten Theil der Formel 
enthalten. 

Der unter N. 2 für J gefundene Ausdruck ISsst sich übrigens auch 
unmittelbar mit HQlfe der Formel (15.) in $. 170 auf elliptische Integrale 
der drei verschiedenen Gattungen zurttckfQhren; denn multiplidrt man 
die Formel 

welche sieh ans N. 1 in §. 77 nach der Bemerkung auf Seite 116 so- 
gleich ergiebt, mit dx und inttgrirt dann, so wird 

<gP0%—fdx = Öo'(|o*(a?*a'— ^hx*dx). 

Snbstituirt man diesen Ausdruck in (15.) %, 170, so luiaiut diese 
Formel die Gestalt an: 



X 



und die Bcrediiuiii;-' der Obertlät lio des st-bielen Kegels erfordert also 
hiernaeb in der That die Kenntniss dreier Iritepiale, welrlie den drei 
verschiedenen Gattungen der elliptischen angebüreu. Denn es ist be- 
kanntlich: 

X In X 

und das letzte Integral in N. 7 ist unter den elliptischen der dritten 
Gattung begriflfen. 



et« 
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Die TolJslAodige Keduction dieser Integrale auf die Itaooiiiscliea 
Formen, welche jetst keine Scliwierjgkeittinelir bat, ttberlasaeD wir dem 
Leser zur Uebung. ' * 

Der Vergleichttng wegen wollen wir jetzt auch die Formel (6.) 
der Bereelinung des in |. 171 gegebenen ße!<«piels zu Grunde ietgeu. 

Es war dort anffenouiujeii worden 

a = 2; 6=1; e = 3; 

a — 1 S'20' r)",8 ; ß - 4:," ; k ^ sin ,\ iß- a) ■= sin 1 1 Ü' 57", 1 . 

Mil dieheii VVti tlicn iinUel Uiau durch die Formelu (6.) iu %, 56 
und (^2.) iu 1 1 4, wuiiu 

1 co»^(|5f— «) Ä cosd 
gesetzt wird, und & iitchl grOsser abs sin 25** ist, 

^ ■ 2eos4a 

Wir wotleij uodi beiläufig beiuerki'n, dasb, wenn der Modul k 
^rössci' ist, sieh ¥ durch die Fonuel (G.) in §. 56 schneller berechuen 
lä>st, E auH i2.j in sf. IU und dass luan dann die Formel (5.) 
iu §.113 anwenden luuss 

. 4*0 _ 1 + 9,' + 2 5^ +^9"+ ^1<|- + - 
^'^--«"IS--'''' r+ <,• + ,• + ,'•+ V'M^'^^^ 
Ulli deren Hülfe sich \o^E sehr Ifichl aus logf ergiebt. Die i'ormelu 
(8.) liefern: 

r= 1,5921640; £= 1,5498571 

und veruiittelsL der $tirling*sclieu Interpolations-Beihe wurden die 
Integrale 

¥(ji,k) = 2,2799016 ; Eifi^kf) - 1 ,0274773 
(gefunden. Das letzte Glied der Formel (6.) wii-d dauu 

22,70750 

uud der erste Theil 0,25074 
also J' = 22,^5624. 
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Orltter JtbselmUt, 
Die geodätische Linie, 
f. 173. 

Auf einer krunmien Fläche, deren Gleichung zwischen rechtwink- 
ligen Coordinaten Xj y, z 

oder kurz 

sein mag, sind zwei Pimkte A=xys 
und ili =:i3ß^tfi»^ willktthrlich ge- 
wihlt Um den Punkt Ä^ ist mit 
dem Radius eine Kogel be- 
schrieben, welche die Fläche in der 
Gurve schneidet Verbindet 

man Jetzt einen beliebigen Punkt 
^ ^t9t*t dieser Gurre mit dem 
Mittelpunkte A^ der Kugel und eon- 
struirt in der Ebene des Dreiecks AA^A^ den Rhombus ^^^A^A^, 
so kann man die Frage aufwerten: wo muss da* Punkt A^ Gegen, 
damit die Diagonale A^A^ dieses Rhombus, welche mit D bezeichnet 
werden soll, möglichst klein sei. 

Da AA^ s 80 sind die Goordinaten des Punktes A, 

Es ist also 

und ebenso 
Daher ist 




x^—x^ — x^ — 2x^-^x = J'x 



Es muss also zu einem Minimum gemacht werden, während 
folgende zwei Bedingungsgleichungen Statt finden: 



und 

SchelUaoa, alUpilfGhe iDtegral«. 



22 
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oder auch 

venu o ein Kunctionszeichen vorstellt. 

Nach der bekannten Methode, die TOrgelegte Aufgabe «u idsen, 
multipliciren wir die Functionen ti und » mit den Gonslanten 2il und 
%B und setzen die Differentialquotienten des Ausdrucks 

nach y^, »t genommen, gleich Null. 
Wir ertialten auf diese Weise: 

(1.) l DJ'y-^Ä^^-\-BJy,=0 

DJ'i-^-Äpi-BJ», =0. 
da 

ist. 

Aus diesen drei Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen 
»(««»yi»»») = <> ^ «(«,»y»,»i) = 0 

lassen sich die fünf Grössen Ä, B, o?,, y„ », bestimmen, wenn mao 
vorher zwei der Coordinaten a;, , , «, und zwei der Goordinaten 
X, y, z willkürlich angenommen und die beiden Übrigen durch die 

Gleichungen 

u(x,y,i) = 0 und «(Xpi/^sJ = 0 

gefunden hat. 

Denkt man sich, man wäre von A nach A^ foi-tpegangen, so 
würde man also jetzt den Weg A^A^ einschlagen können, dessen 
Richtung am wenigsten von der Kiclilunf^ AA^ ahweiclit nnd zu einem 
Punkte A, anf der Fläche u = 0 lührt, der ebenso weit von A^ ent- 
fernt ist, als dieser Punkt von Ä. 

§. 174. 

Nimmt man AA^ und AiA^ als Elemente einer anf der krummen 
Fläche verzeichneten Curve, so würde der Contingenzwmkel, den die 
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beiden Tangenten AA^ und A^A^ mit einander bilden, kleiner sein 
als jeder andere, den ein zweites Element einer andern aul der Fläche 
gezeichneten Curve mit dem Elemente AÄ^ bildet, wenn nämlich beide 
Cur\en dieses Element AA^ mit einander gemein hätten. Schritte 
man von A^ aus in gleicher Weise zu neuen Puiikit ii aui der 1 lache 
fort, so gelangte nian oflenbar auf einem Wege, der in jedem seiner 
Punkte sieh möglichst wenig von der zuletzt verfolgten Ritlituag ent- 
fernen würde, zu einem vorgesteckten Ziele. Man hätte also den kür- 
zesten Weg von Ä aus zu diesem Endziele auf der Fläche eingesehlagen. 

Die Gleichungen (1.) in §. 173 nehmen eine einfachere Gestalt 
an , wenn die drei Punkte A, A^J A^ unendlich nahe an einander 

du du 
liegen. Man hat dann für J*x, zu setzen: d*x, dx-\-d^w, 

und die ähnlichen Ausdrücke in den anderen beiden Gleichungen ein- 
zuilihren. Da aber das Bogenelement ds als constant angenommen 
wurde, so führt die Differentiation der Formel 

doi^-^dy'i-di'^dt* 

zu der Gleichung: 

(1.) itod^H- dg^if + (b(i*s = 0. 

Ferner ist auch das Differenzial der Gleichung u = 0 gleich 
du du du 

Mulliplicirt man daher die drei Gleichungen (1.) in §. 173 der 
Reihe nach mit dx, dy , dz und addirt die Producte, so wird die 
Summe, vermöge der Gleichungen (1.) und (2 ): 

Also ist die Constante B = 0 und an Stelle der Gleichungen (1.) 
in |. 173 treten die folgenden: 

Elliniinirt man aus .diesen Gleiehnngen den Quotienten DiA, so 
ergeben sich die Gleichungen: 

22« 
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d*x du _d^y du _dH ifti 
W dP'di'^ ds^'d^" ds*'d9 

Diese Gleichungen müssen befriedigt werden, wenn die Coordinaten 
X, z einer kürzesten Linie augehöreo, welche auf der Fläche w = 0 
gezeichnet ist. 

Die Diagonale A^A^ des Rhombus AA^A^A^ ist offenbar eine 
Normale der Fläche u im Punkte x,, y,, z^ oder, was dasselbe ist, 
im Punkte x, y, z. Denn sind ^, t], t die laufenden Coordinaten einer 
Linie, welche durch die Punkte x^, y^t und x^, y^, geht, so ist 
deren Gleichung: 

*.-«t »•-»! 

oder nach f. 173 

J'a? J*y A 
Diese Gleichung verwandelt sieh aber, wenn nwn lieber dys statt 
x^y^z^ schreibt, in die bekannte Gleiehung der Normale: 

Inf ^ y-y — ^—^ 

du du du 
dx dy dz 

der Fläche u=o im Punkte ajys. Folghch steht die Sehmiegungsebeiie 
der kürzesten Linie AÄ^A^ stets senkrecht auf der Fläche, auf welcher sie 
construirt ist. Die geometrischen Belrachtungen, durch weklie wir zu 
der Gleichung unter N. 3 gelangt sind, lassen sich auch durch andere 
ersetzen , welche wir als dem Leser bekannt voraussetzen dürfen. — 
Weit schneller gelangt man indessen zu diesen Differeiiiialgleichungen 
für die kürzeste Linie auf einer krummen Ohcrflüche durch die ein- 
fache üebcrleguag, dass ein beweglicher Punkt, welcher durch den 
Widerstand der Fläche auf ihr zu bleiben gezwungen ist, eine solche 
kürzeste Linie auf ihr besehreiben muss, wenn er bloss eine Anfangs- 
geschwindigkeit erhalten hat und von keiner andern Kraft ergriffen 
wird. Denn wenn wieder 

tt = 0 

die Gleicfaung. der Fläche ist, auf welcher sich der Punkt bew^ 
so sind 

du „ du du ^ 

— ;Ä; T'-R; -T'R 
dsD du ' du 
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die Cosinus der Wiokd, welche die Noimale der Bliebe mit den Axen 
der d»j e bildet, wenn 



ist Wird der Widerstand, den die Fläche leistet, mit NR bezeichnet, 
so sind 

d*a? _ »r ^ 
W dx 

dt* 

d<'~ dy 

die Bewegnngsgleiehungen des Punktes. 

Mnltiplictrt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dx, djf, 
dA und addvt die erhaltenen Produete, so wird, vermOge (2.) 



also, wen II man integrirt 

dx*-{-dy^-^dsb' = Ädt^ 

oder 

=: Ade. 

Die Elimination von JV aus den vorigen drd Gleichungen fOhrt 

also m den Gleichungen N. 3: 

d*x du c^y du f/ i du N 

ds^ ' dx~~ ds' ' dy~ ds^ di A 

%. 175. 

Ist die FIHche, auf welcher die kürzeste Linie gezeichnet ist, eine 
Umdrehungsfläche, deren Gleichung 

« = ^r) = 0 

sein mag, wenn 

ist, so erhält man 

du dcpr d(pr dr _ x ^ 
dx dx dr dx ^ 9^ 

du y , , du . 
— = — sLa^r und -f- = l. 
dy r ^ 



r 
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Die erste der Gleichimgen (3.) io f. 174 verwandelt Bicli aaf 
Weise in die GleiebuDg: 

deren Integral 



0, 



dt 




ist. 



In der nebenstehendeu Figur 
sei OZ die Umdrehungsaxe der 
krunmien Fläche XYZ; ABC die 
auf ihr verzeichnete kürzeste Linie 
und A'ffC die Projection derselben 
auf die Ebene der mf, mit welcher 
die Ebene QBFE iMunUel Itnft. Die 
Goordinaten des Punktes B sind deys 
und BE^^sB'O SS r ist sefoe Ent- 
fernung von der Umdrehungsaxe. 
Die Bogen ZBR und ZC stellen Meridiane der knunmen Fliehe vor, 
welche mit dem Meridiane ZQX die Winkel ^ und tp-^-dip bilden. 
Nadi diesen Bezetehnungen ist also 

x — rcosij/; y = rsiQ^ 

und die N. 2 geht Uber in 

(3.) r^dyf = cd». 

Das Integral dieser Gleichung: 

(4.) /r'rf^ = c$ 

giebt den Satz: 

In der Projection Ä'ff der kürzesten Linie ÄB^g ist 
der Sector Ä'OB' der Lttnge t proportional. 

IVifll die kürzeste Linie ilBC den Parallelkreis(^fP^ dessen Radius 
EB = r isir unter dem Winkel CßR = (, so ist fUr BCs=dt, 
BD = rdtif also 

ds 



sin$«= 



und 
(6.) 
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Berührt also die Linie AB den Parallelkreis, dessen Radius q ist, 
wird ^ = ^Tty daher ^ = c, so dass die Constante c jetzt eine sehr 
einfache Bedeutung erhallen hat. 
Es ist ferner 

also 

==(l + 9V')dr' + r'd^'. 
Aus (3.) ergiebt sich daher 

oder 



(6.) ^v = ^-irr7S^- 



Die Glekbnng (ä.) giebt auch, wenn man saeh (3.) xp durch df 
ausdrückt, 

(7.) * = «/ry^. 

Integriri nym (6.) und (7.) von r s= bis r s= r> so irifd: 



(8.) ^^cj^^^ 



Aus der Gleichung (6.), in welcher ^, r«, r als gegeben be- 
traditet werden sollen, und die im Allgemeinen in Bezug auf c eine 
Iranscendente ist, mttssen die verschiedenen Wurzelwerfbe, welche e 
haben kann, berechnet und dann zur Bestimmung da* diesen Werthen 
entsprechenden LSngen « in die Gleichung (9.) eingesetzt werden. 

w 

S. 176* 

Da die Untenuchungen über die kürzesten Linien auf krummen 
Fischen ziemlich schwierig sind und zu wicht^en Bemerkungen Ver- 
anlassung geben, so werden wir zunlichst eins der einfachmn Beispiele 
behandeln, nSmlich die kürzeste Linie auf einem geraden Kegel mit 
kreisfttnniger Basis zu bestimmen suchen. 
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Die Spitze 0 des Kegels liege im An- 
fangspunkte der Goordittaten, und die Seite 
OBG bilde mit der Axe OZ desselben, welche 
zugleich die Am der a ist, den Winkel et, 
Ist BC^r die Entfernung des Punktes B 
von der Axe, und bildet die Ebene OGl mit 
der Ebene der an den Winkel ^, so ist die 
Gleiehung des Kegels 

s = rcotor 



also 



und 
(2-) 



g)ir) — rcoia und (p'r — cota. 
Die Gleichimgen (6.) und (7.) geben dann: 



r*dr* 



sino'(r'-c*) 

In der Fi^Mir nehmen wir die Riclitung der kürzesten Linie AB 
als positiv an und denken uns die r abnehmend, während der Winkel 
^ und der Bogen s wachsen. Es isi daher 

cdr . 

(3.) ^udupr^-j^^ 



und 



oissino = — 



rdr 



Die Integrale dieser Gleichungen sind: 
^sina s= — arccos— 



und 



Um die Constante A aii bestimmen, nehmen wir flir ^ = 0 und 
« = 0 an, es sei r = r,; dann wird: 

(5.) 

und 
(6.) 



^Bin er = arccos «j; — arccos— 



sshicr « y^T-^*- ^^^^ 
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Wickelt man den Kegelmantel auf eine Ebene ah, so muss sich 
oflfeiibar eine auf ihm verzeichnete kürzeste Linie in eine gerade ver- 

wandelo. Ist AOG der auf 
die Ebene abgewickelte Theil 
der Kegelfläche, welcher in 
der vorigen Figur als AOG 
erscheint, sind femer CrOG^p 
G,OG^, .... die mebrmals 
djg^ekelten voUstVodigen 
Mintel des Kegels und stellt 
ABB^ die abgewickelte kür- 
zeste Linie zwischen A und 
B dar, so nbenieht man 
aus der Fignr leicbt, urie ein Punkt, der die^ kürzeste Linie AB durch- 
ISuft, wenn er seinen Weg fortsetzt, den ganzen Kegel umkreist, wSh- 
read er sich durch BB^ bewegt und in Bj wieder in die Seite OG, 
in der auch B lag, eintritt Bei dieser Bewegung hat sich der Punkt 
stets der Spitze 0 genShert. Würde er aber den Kegelmantel noch 
einmal durchlaufen, also die Strecke zurücklegen, so hat er sieb, 
wenn er den Punkt trHIl, bereits wieder von 0 entfernt Wenn 
also ein Punkt A sich mit gleidifOrmiger Geschwindigkeit in der kür- 
zesten Zeit auf der OberflSehe des Kegels von A nadi b bewegen und 
den Kegel noch ausserdem' zweimal umkreisen soll, so muss er den 
Weg ABB^B^ durchlaufen, wenn Ob = OB^ ist Wenn, die Fortsetzung 
B^C der Linie AB^ die nächste der Kanten OG^ des zum dritten Haie 
abgewickelten Kegels nicht mehr schneidet, dann wird sie einer be- 
stimmten Kante 08 parallel laufen, sich also auf dem Kegel in's Un- 
endliche erstrecken oud diese Kante zur Asymptote haben. In meinen 
^Hathematischen Lehrstunden, Aufgaben aus der Lehre vom Grttssten 
und Kleinsten**, wo p. 126 diese Aufgabe elementar gelüst ist, findet 
man noch weiter eingebende Betrachtungen. Zur ErlKuterung unserer 
Rechnungen genügt das hier Mitgetheilte. 

Wir kehren jetzt zu den Gleichungen (5.) und (6.) zurück. OlTenbar 
kann der Winkel tff aus einem Winkel ß = DOE in Fig. 1, der kidner 
als n ist und einem Vielfachen ?on 2fr zusammengesetzt gedacht 
werden, so dass wir der Allgemeinheit wegen annehmen kOnnen: 

Es ist aber nach der bekannten gomometrischen Formel: 
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arecosa ueewß = arccos (aß 4- }^(1 — a') (1 — 
Also erfattU man aus (5.): 

, «,s(V«si„«) = j^ + )/(l-^)(l-9, 

folglich 

(7.) ?- "•«sin(v>sm<it) 

yr'+r; — 2rr, cos(i^siDce) 

Wenn c positiv bleiben soll, so darf nach dieser Formel xpsina 
nicht n ilbcrschreiten. Man sieht die ^othwen(1igkeit dieser Forderung 
auch aus der m\ nlen Figur ein; denn wird die Kante 0^1 des Kegels 
mit k bezeichnel, so ist der Halbkreis ÄGD = nk. Die Bogen 
GG^ = G^G.^ = G^Gj = — sind aber sämmtlich gleich 2nrg und 
AG ist glcieb r^ß. Soll nun die Gerade AB den Punkt 6, der auf 

einer der Kanten OG, OG^, OG^, anzunehmen ist, noch treCFen, 

so muss offenbar, wenn sich der Kegel nmal in dem Winkel GOD 
abwickeln lässt, 

r^ß-\-2n7vrf,<ink 
sein. £s ist aber = Aisin er, also ist die Forderung; 

oder 

J_ ß . 



n< 



28hl o 2n 



Also mehr als »mal kann der Punkt, welcher auf dem kürzesten 
Wege b treffen soll, den Kegel nicht umkreisen. Forderte die Aufgabe 
eine Öftere Umkreisung des Punktes, so müsste er sich in gerader 
Linie von A nach der Spitze 0 bewegen, dort die Spitze so oft, als 
verlangt wird, umkreisen und dann von 0 nach 6 hinabsteigen. 

Wir haben also jetzt die Einsicht gewonnen, dass die Conslante 
c eiiif be^,'renzte Anzahl von W^ertheo hat, welche aus (7.) erhalten 
werden, wenn man für 7p einsetzt: 

ß, ß-\-2n, ^+4«, ß + 2nn. 

Die Bedeutung von c ergiebt sieb am klarsten aus der zweiten 
Figur, wenn wir von 0 auf ABB^ ein Loth Men, welches OB^ Tor- 
stellen mag. Es ist dann: 

t = AB=^]A0'-0B]-yOB'-0B]. 
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Di« - EDtfernnDgeD der Punkte Ä und S von der Äxe des Kegels 
seien und und die des der Axe nächsten Punktes B^ soll mit e 
beseicbnet werden; dann ist: 

sin« sina * sinet 

also 

sma • ' ■ 

Ubereinstiminend iiiii N. (j, so dass also c die kürzeste Entfernung der 
Linie s von der Axe des Kt gels ausdrückt. Diese Formel wird gelten, 
wenn auch die Linie s den Kegel mehrmals umschliinf-'cn hat, sobald 
sie nur nicht der Spitze am nächsten gekommen isl und sich wieder 
von ihr entfernt hat; denn in diesem Falle wird offenbar: 

sma • ' ' 

Dieser Wertb ergiebt sich aus der Formel (2.) auf folgende Weise. 
So lange r abnimmt, wenn 9 «Uchst, folgt aus (2.) die (4.); wenn 
aber r mit « wächst, so hat man statt (4.) die Formel: 



sina(i« = 



Das Integral dieser Gleichung ist 

jsina = yV"— c*4-CIi 
Diese Formel gilt also,. so lange r von o an zu wachsen beginnt, 
wShrend (6.) angewandt werden muss, so lange r bis c hin abnimmt. 
Um die Constante C zu bestimmen, muss man r = c setzen, wodurch 
man aus (6.) erhält: 

also 

(8.) « sin a == y'r^^' + ir^\ 

§. 177. 

Da bei der Integration von Differentialgleichungen ähnliche Be- 
trachtungen, y.ie im vorigen Paragraphen, sehr oft angestellt werden 
müssen und sich nicht immer unmittelbar darbieten, so halten wir es 
für ganz zweckmässig, hier ein ähnliches Beispiel aus einem andern 
Gebiete einzuschalten. ' 
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' ' ^ * Punkte 0 mit einer Kraft aogexogeii, 

welche umgekehrt proportional dem Kubus der Entreraung wirkt Nan 
soll den Ort des Punktes B zur Zeit I hestinuneii, wenn seine An- 
fangsgeschwindij^t nadi O gerichtet war. Die Oifferenziatgleichung 
seiner Bewegung ist: 

wenn die positiTen Absdssen OB » von O nadi X hm gereehnet 
werden, und die Kraft in der Einheit der Entfernung gleich 1 ange- 
nommen wird. 

Ein erstes Integral dieser Gleichung ist: 

wenn der Punkt, als er um die Strecke OAs=a von 0 entfernt war, 
sieb in Ruhe bei^nd. 

Die Vorstellung, welche man sich von der Bewegungsweise des 
Punktes B zu biMen hat, ist offenbar die, dass er um den Punkt O 
in dem Intervalle AGA* = WA unaufhörlich oscilliren wird, da rechts 
und links von 0 die Bedingungen zu seiner Bewegung stets dieselben 
sind. Der Punkt muss sich aber auch absolut in der Geraden AO 
bewegen, wenn diese Vorstellung eine richtige sein soll, denn eine 
unendlich kleine seitliehe Anfoogsgeschwindigkeit, deren Richtung 
stdi von der geraden Linie AO nicht unterscheiden Hesse, würde 
z. B. den Punkt eine Ellipse mit unendlich kleiner Axe um O be- 
schreiben lassen, deren Brennpunkte A und 0 waren, wenn die Kraft 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung auf ihn emwirkte. 

Die Zeit wird unaufhörlich wachsend gedacht, also ist di stets 
positiv. Wenn der Punkt aber von B nach 0 hin fortschreitet, so ist 
9 positiv, dx negativ, also bat man aus (i.) fOr diesen Theil seines 
Weges 

^'■^ = - -^rp- 

und I = a-^a*-—x'+A, 

Für x = a war 1 = 0, also ist ii = 0, und 



Daher kommt B zur Zeit t = a* in 0 an. Von jetzt an gilt aber 
die Formel: 
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axdx 



denn x und dx sind beide bei der Bewegung yon 0 nach A' bin 
negatiT. Ifen eriiäU nun: 

i = —a^a*—x*-{-B, 
und da, fllr o; = 0, ts=a* war, so wird B = 2 ji*, also 



Die Gescbwindigkdt in ii' ist Null, also kehrt der Punkt von A' 
nadi 0 zurUck. Jetzt ist x negatiT, aber dx positiv; daher gilt jetzt 
die Gleiehung (2.), und es wird: 

Fflr « =3 a war aus der letzten Gleichung I = 2a*, also ist 
C=ta\ und 



Im vierten Theile der Bewegung des Punktes werden x und dx 
beide positiv, daher tritt jetzt die Gleiehung (3.) ein, und es wird: 



t=—a^a'-x''{-D. 

Für « s 0 eigiebt sich aus der letzten Gleichung I = 3a*, also 
D = 4a*, und 



< = 4o'— avV— oj'. 

■ 4 

In dieser Weise fortschliessend aberzeugt man sich, dass, wenn 

a}la*—x* mit T bezeichnet wird, man die Zeit I in den verschiedenen 
Intervallen durch folgende verschiedene Formeln berechnen muss: 

l=T; 2a'— T; 2a* 4- T; 4a'— T; 4a' + T; .... 

Diese Betrachtungen haben wir hier eingeschaltet, um den An* 
ftnger bei der Behandlung Hhnlicher Aufgaben vorsklitig zu machen. 

|. 178. 

Wir wenden ans jetzt zu unserer Hauptaufgabe, die kürzeste Linie 
auf einon Umdrehungs-Ellipsoide zu bestimmen. Diese Linie, welche 
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in der Geodttsie den Ausgaogspunkt der Uotersuchungen bildet, ist 
deswegen auch die geodätische Linie genannt worden. 
Die Gleichung des Ellipsoids sei: 



a o 
Setzt man 

so wird die Gieichuog d^s Ellipsoids 
(1.) r' = «Xl~c') 

nnd nach i. 175 hat man die Gleichungen: 
(2.) r^dxp = cds und ds' = dr'-^r'dyj' -\-di\ 

FQhrt man die Bezeichnungen ein: 

(3.) e* = a\l-tD') und e' = ^^, 

so gcla[i^i man aus N. 2 sogleich zu den beiden Differenzialgleichungen 
der geodätischen Linie: 

(4.) ä. = -öd.]/^f 

in denen die negativen Zeichen auf der rediten Seite gewählt worden 
sind, weil Wir nach der Figur in 175 annehmen wollen, dass s ab* 
nimmt, wenn m und tjß wadisen. 

Wenn man sich der Formebi aus f. 26 erinnert: 

1 +po*||KP* = ho^hx^ 

und 



.so liCf-l dci' Gedanke nahe, die beiden Wurzeigrössen und 
^fr'— c' mit Hülfe der Functionen fx, gx , hx lalionai ausdrücken 
zu wollen. Mau erreicht diesen Z^eck, wenn man 

(6.) » = ^; «, = ^; e = gpsl 



üiy 
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setzt, aber es wird dann e* negativ, da es unter der Form erscheint 

Man nuiss sidi daher unter X eine imaginäre Grösse vorstellen, 
also etwa statt l setzen. Der bequemern Rechnung wegen, nimmt 
man aber diese Suhstitutiüii lieber erst später vor. 

Es wird nun nach den obigen Annahmen: 



(80 



ql* go'gV gl ^ gX 



Mit diesen Werthen verwandeln sich die Gleichungen (4.) und 
(5.) sogleich in: 

(10.) ^^-ipinsr' 

Es ist also jetzt die Veränderliche o durch x ersetzt worden, und 
an die Stelle der Constanten a und c sind X und v oder q getreten, 
welche letztere Grösse bekanntlich in den Functionen fx, gx, kx er- 
scheint und aus der Gleichung: 



go^ = ew = \ — 
berechnet \verden kann, wenn c bckatiat ist. 



V 



%, 179. 

Mit Hülfe der bis jetzt entwickelten Formeln können wir nun zur 
LOflung einer der Hauptaufgaben der Geodlsie schreiten. Aus der 
Länge f eines geodätischen Bogens, der geographischen 
Breite ß seines Anfangspunktes und seinem Azimuthe a 
die Breite und das Azimuth $ seines Endpunktes, so wie 
den LSngenunterschied ^ beider Punkte zu bestimmen. 

Wenn wir die Erde als ein Umdrehungsellipsoid betrachten und 
unsem Formeln die bereits in 175 beschriebene Figur zu Grunde 
legen, so ist die Gleichung irgend eines Meridians wie ZBRi 
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l. 




. nn die Normale im Punkte 

A mit der A^^e 
bildet, so ist 



(2.) 



„b, sowie e - ^ > * 



Setzt man nun: 
e3.) ecos7? = tg§ 
und ausserdem 



0= Mü, U 

m mit HUcksicht auf S- i'ö- 
^ — sui s » 



^ .is das Product des Smus ^ 

. tr> ^ar die ConsUnte ^^^^ ^^^^^ die Entferou.?« 
* . r^unUos dor .eodUUscb n Un^ ^^^^ 

,u«Uo .4 der f ^^^^^..durch m y übergeht und au. 

^^»uil d^^ Uuuu ^s^nlcos.;««: 
f = iirtsin«'^^t^*^^ 




€ 

- \ - 4. '•^^ 



W = 
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Aus (6.) in §. 178 ist ferner gpgXsse und hiermit gewinnt man 
vermöge der Formeln (3.) und (4.) in %. 26 die Gleichimgen: 

^ ' ' goho " go ho 

Ferner war in $. 178 bereits gefunden: 



/./^ \ r .7^1^ et) , 1 f— — 

(10.) /^^=jt;y'-^;. s*=^i Ax = j^vn-.v. 

wobei naeh N. 4 

y 1 -f- e' cos jy* * 
zu st tz( II ist, also die Functionen fx, gx, hx auch so ausgedruckt 
werden IkOiiuen: 

s f i/, «'cosf 1 /-i — =— r . ncosC 

Im Anfongspunkte A der geodKtischen Linie verwandelt sich nach 
den oben gemachten Annahmen der Winkel ( in f\ bezeichnet man 
also den Anllingswerth von x mit jp,, so hat man die Gleichungen: 

(12.) /5n. = - r i — T^-> = - V»'««r-U»«.=V 

Das q der Thetafunctionen wird nach %. 43 durch die Gleichung: 
(13.) , = 

gefunden, sobald man die filnfle Potenz dieses Ausdrucks vemach' 
ttssigeo kann, was bei geodätischen Rechnungen immer der Fall ist 
Nach N. 9 in fi. 178 wird, wenn mau N. 16 in %Tt berOdt- 



d9 = biio'hx'dx = {l"ex—S'^o)dx, 

Integrirt man diese Gleichung von * = 0 bis * = bezüglich 
von X — bis x — x, so erhält man: 

(14.) '-—^ = Pdx—e&x, -(x--x.)¥f^o. 

(n $. 81 findet sich aber unter N. 5 die Reihenentwicklung: 
II/) Q. siniUig 4ysin2a; , 4^* sin 4a? , 4g*8in6a; , 

23 
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und unter N. 11 die folgende: 

Cosa; 1 ^ siii*>'t 

1 8y*cos2j; , 16^*cos4a; 24^' cos 6a? , 

~*~cÖ8«^ 1— ^' 1— g* 1— 

also, für 0 = 0, 

* ^ l_g»+l_g* 1-g«^ 

Kann man wegen der geringen Grösse von q sclion seine dritte 
Potenz vernaeblSssigcn, so erbält man aus (t4.), wenn man beide 
Seiten mit 1+^9' dividirt, die folgende Gleiehung: 

(15.)«=«,4-j(l— 4g— 4g')— 8g8in(a?— «,)cos(af+«J 

— 8(/\sin2(a; — a?^)cos2(x-|-a:„). 
Die Aiillf^smig dieser traiiscendenten Gleichung liefert den Werth 
von X, sobald man die Gonstaute aus der dritten der Glei- 
chungen (12.): 

iteosy _ l + 27Cos2a?o+».« 
^ ha X — 2goos2a;Q4~*" 

gefunden hat 

Um den Werth von w aus der Gleichung (15.) zu finden, ver- 
nachlässigt man zunSchst die beiden letzten Glieder der rechten 
Seite und setzt als ersteren Näherungswerth: 

* = 'r,4-y(l~4g-4g'). 

Das so erhaltene x setzt man dann in den vemaehlHssigten Theil 
ein, und berechnet mit dieser Vervollstindigung einen zweiten Werth 
von X, den man abermals auf dieselbe Weise benatzen konnte, wenn 
eine noch grossere Genauigkeit erforderlich sein sollte. 

Sucht man nun noch aus der dritten der Gleichungen unter N. 9: 

n _ i-f-27cos2A-f 2qr*cos4A-|-'" 

^ " Äö " 1— 2gcos2;i-i-2g*cos4A+... 

den Werth von C062il, so ergiebt sich diese Grösse, ganz Sbnlich, wie 
in 171 OOS 2s gefünden wurde, zwar positiv, aber doch grösser als 
1, 80 dass man, wie oben bemerkt, X durch p ovetzen muss. 

Sobald nun die reelle Grösse ft auf diese Weise bestimmt ist, 
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so kann man das Integral der Gk'icliinig (J^O i*^ §• bi'ieclincn ; 
denn, wendet man die l'üi'niel (S.) ans §. 130 an und inlegrirt die 
Dift'ercnzialgleichuiii; (10.) vuji ij/ — 0 bis ijj = ipy bezüglich von x — 
bis X = X, so^ erhalt man: 

(18.) ^ = - ray^4=-rH • 

wo rechts (ii statt Jl eingeführt werden muss, wSbrend alle Gr^Sssen bereits 
bestimmt sind. Es kann atso jetzt die Läu^^endifferenz mit Httlfe 
dieser Formel berechoet werden. Aus dem bdcanoten Werthe von x 
Üisst sich nnn aueh durch die Gleichung unter N. 11: 

(19.) cosJ = — 

der Winkel ( aus N. 3: 

(20.) cosj7=i.tgC, 

die Breite ^ des Endpunktes der geodätischen Linie berechnen. 

Endlich ergiebt sieb aas (5.) das Azimuth $ dieses Punktes durch 
die Gleichung: 

\ t sinasiny 
(21.) s.nf. 

Da man die Grössen q, X, x und x^^ jetzt als bekannt voraus- 
setzen kann, so lässt sieh der Aiisdniek tlir (/^ allerdings l)t»reehnen, 
sobald nur für die Thetalnnetionen ihre Ileihen aus %. IG eingesetzt 
werden; aber bequenier ist es. die lieihen aus %. 81 anzuwenden. 

Unter 1^. 2 findet sich dort die Formel: 

,^ . . 4g* Cosa?" , 4o^8in2d;* 49*co53a;* , 

= 'W»""*)- -l37-+ixi=?J--^ür55)-+-- 

Aus ihr ergiehl sich sogleich: 

_ sin(Z— a;) 4g*sin2itsin2a? 4y*sin4Asin4 j; 4g*sindilain&c 
~'sin(l4¥)~' T^Y 2{l-g*)"" 3(l~g0 

nnü liäch N. 5 und S hat mau : 

23 • 
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M} 4^siii2A 4q*s\nAl 4^^ sin 6^. , 

. _ ^ 87sin2X Siy'sinßA 8g* sin 10 X 



also 



Kann man die dritte Potens vod q Teroachlässigeo, so wird: 



und 
also 



Fahrt man fit statt il ein, so wird für 
(23.) «»A« =: t^^ 

cos2fif SS . ^ und Sintis =£ —tcot 20, 

und wenn uiau 

(24.) cos2gsin(a; -a;j ^ 

^ *^ sin2^cos(x -4- a;,j— cos (a;—aJ^) 

setzt, so wird 

^ = 89veot2^-<*329*col2^\a;— a;«)— 329'cot2^'stn(d;--ii7,)cos(fl;+^i?«)- 

Wenn aiieh mit Hülfe der bisher entwicltelten Formeln sich alle 
Rechnungen, welche die Lösung unserer Aufgabe erfordert, vollständig 
und übersichtlich dürcblUhren lassen, so würde doch eine weiter ein- 
gehende Untersuchung sowohl fllr die bequemere Aosffihrung der Rech- 
nung als auch für die nähere Kenntniss der Eigenschaften der geo- 
dütischen Linie unerlttsslich sein. Die zweckmfissigsteo Formeln flir 
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die numerische Rechnung finden sieb von Jaeobi in einer kurzen 
Uebersicfat zusammengestellt im 53. Bande pag. 335 Ins peg. 341 des 
6orcbardt*sc|ien Journals, und Herr Professor Luther in Königsberg bat 
die Ableitung dieser Formeln in einem darauf foljgenden 'schätzbaren 
AufsaUe pag. 342 bis 365 geliefert. Die wenigen Seiten, welche wir 
diesem Probleme widmen konnten, sind aber vollkommen ausreichend, 
um den Leser in den Stand zu setzen, diese practiscb wicfatigen Ar- 
beiten mit Leichtigkeit studiren und die etwas zerstreut liegenden 
Resultate in einen sehr kleinen Baum flbersichtlich vereinigen zu 
können. 

indem wir also Klr weitere fielebnmg auf diese Arbeiten ver- 
weisen, wollen wir hier nur noch die Grösse des KrUmmungs-Halb- 
messers eines Normalschnitts des Ellipsoids im Punkte jpys oder C 
der Figur auf Seite 299 bestimmen« welcher mit dem Meridiane dieses 
Punktes einen gegebenen Winkel bildet Die Kenntntss dieser Grosse 
wird uns zugleich Ober die Bedeutung einiger der bis jetzt gebrauchten 
Bezeichnungen einen nicht unwichtigen Aufschhiss gewähren. Die 
FormeUi, welche wir deswegen aus der Theorie der krummen Flächen 
benutzen mttssen, sind die folgenden. 

ist die Gleichung der Fläche zwischen rechtwinkligen Coordinaten 

(l.) » = 0, 

dann ist ihre Ableitung 

du , , du j . du . ^ 

welcher auch die Form gegeben werden kann: 

(2.) Inf + (i^ + = 0, 

wenn die Ableitungen nach dem Bogen « eines Normalschnitts im 

Punkte jcy» durch die accentuirten Buchstaben bezeichnet werden und 

^« N ^ du ^ du „ du „ 

(3.) i=^:«j^ = -:Ä;,=^:Ä 

die Cosmus der Winkel darstellen, welche die Normale der Fläche 
im Punkte a>,y,a luit den Coordinalenaxen bildet, während 



i'(£)+(|)+Q=* 



gesetzt worden ist. 

Nimmt man von (2) die Ableitung nach so erhält man die 
Gleichung 
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und wenn der Krüminungs-IIalbincsser des Nürmalscbiiilts im Punkte 
C mit Q bezeichnet wird, so fmdet mau die KrUinmung in dem an- 
gegebenen Punkte durch die Formel 

(4.) -L - ;t' -f fi'y' 4- ».'V = - {Xaf' 4- fiy" + »ä"), 

welche also den RrUmmungs-Halbinesser des Nornialsctinitts berechnen 

lehrt, dessen Tangente im Punkte C mit den Coordinatenaxen die 

Winkel er, ß, y bildet, deren Cosinus as', y\ »' sind. Von diesen 

Winkeln kann einer insoiweit willkürlich gewählt werden, als er mit 

den beiden Übrigen den Bedingungen 

(2) Aa/ + /My'4-i«f = 0 

und 

(5.) x^' + y'* + = 1 

genügt. 

Aus den Glcichiingeö (3) eutwickell man die Werlhe von l', n\ 
in folgender Geätall: 

und dataer ist di« aus (4) henrorgäwiide Formel für die KrOmmmig 

Der grösste und kleinste Krümmungs- Halbmesser der Normal- 
schnitte im Punkte C ergiebt sich nun aus diesen Formeln durch die 
einfachen Gleichungen 

Q (ßf ff 

aus denen nur noch die Cosinus ;r', y*, «' ellminirt werden müssen, 
nachdem 



(7) i^ü-ifi-i: 
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gesetzt ist und die lUinlicben Ausdrucke filr fi' und 9^ eingeführt 
worden sind. 

Sind die Ausdrücke fllr i, f«, y in 3 so gebildet, dass man 
aus der Gleichung fi = 0 den Werth von s durch x und y aus- * 
gedrückt und in diese Formeln eingesetzt hat, so erscheinen l' und ft* 
bloss als Functionen von x und y in der Gestalt 



also, wenn man aif und eliminirt 

(10.) + §i) + ^:^L'_^^f = 0. 

^ ' Q Q ^dx ay/ dx dy dy dx 

Die beiden Wurzeln und dieser quadratischen Gleichung 
liefern den grössten und kleinsten Krüniniunijs-Halhniesser der Wonnal- 
schnitte im Punkte xys,. Bestimmt man dann aus (&) oder (9) das 
Verliältniss von y' : x' und setzt dessen Werth in die Gleichungen (2) 
und (5) ein, so findet man auch die Gro^sen j ', y\ z' und kann also 
die Cosinus der Winkel a, y berechnen, welche die Tangenten der 
beiden Normalschnitte, die im Punkte P unter allen die stlirkste und 
schwächste Krümmung haben, mit den Coordinatcnaxen bilden. Diese 
Winkel fallen natürlich verschieden aus, je nachdem für ^ der Werth 
oder ^, eingesetzt wird. 
Sind nun und ^, und die Bichtungen ihrer zugehörigen Normal- 
scbnitte, welche auf einander senkrecht sieben, gefunden, so lässt sieb 
auch durch die bekannte Formel 
r,. \ \ sina'* , cosa' 



die Grösse der Ki'iininuing des ISormalschnitts bci'echnen, dessen Ebene 
mit der Ebene des Schnitts, welchem die schwächste Krümmung zu- 
kommt, den Winkel a bildet. 



Wenn wir diese l ornieln zur Berechnung der beiden Haup^ 
krUmmungs-üaibmesser in einem Punkte C des EUipsoids 




S. 181. 
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« = ^ (ät' -I- -I- es' - l; = 0 
benutzen vollen und ans f. 161 N. 7' den Ausdruck 

4 = cV H- by H- cW = a(a-c)x' + ö(ö-c)y* + e 
P 

für tien reciproken Werth d<'s Quadrats des Atstandcs p der Berüh- 
run^sebene in C vom Mitteipuiikle 0 eiuRlbren, so erhalten wir 
zunächst 



du du , du 

dx *dv ^ di 



also 



und 



P 



dl , dp dl dp, 

dx dx dy dy 



dy-^^'^Ty'di-^^d^ 



dp 



^~-^{a-c)xp';^^-b{b-c)yp'- 

Hiemach nimmt, fUr x* -\-y* tf, die Gleichung (10) fol- 

gende Gestalt an: 

i^-^"(i + i + 7-'0 + '^«''' = «. 

oder, wenn, wie gewttbnlich, die Halbaxen wieder mit a, 5, e be- 
zeiehnet werden, 

(1.) ^'(a' -i- 6' + C - = 0. 

Für das Unidrchüiigseilipsoid, bei welchem h = a und c = 6 gesetzt 
worden war, ist nach $.179 N. 3 und ^. 4 

110. 

(2.) assfi&;ii'= 1 + e';ecosj; = tg^]r = — sin^; 

(3.) = rcos^;y = rsin^;» = 6$ini;^eo6{ ; 

also 
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Mit Hülfe dieser Werthe findet man für den grösslen und kleinsten 
Krüinmun/^s-IIalbmcsser dei' iXormalschnitte im Punkte C die einlachen 
Ausdrücke 

(5.) (f^ = —cos £ = ff» cos {; ?t = y cosC = «icosC'. 
£s wird dann ferner: 

^ = icosV/sinV//^r; ^= ^0 + ^^^'*'"V^')• 
Mit diesen Werlhen geht N. 9 in §. 180, wenn man q gleich dem 
grössten Krttmmungs-fialbniesser Q^ setzt, in 

y'tgxfj = x' 

über. Liegt der Punkt in der Ebene der xz, so ist xj) 0 ^ also 
x' = coscf = 0, l'olfj;lieh steht die Tniitzerte des Nornialsehnitts, welcher 
die se)iwärhste Rriimniuiig hat, auf der Ebene der xs, senki'echt, und 
die slarksle Krümmung fallt also immer in den Meridian; denn da 
die Erde eine Umdrehungsflächc ist, so sind die krümumugen in allen 
Parallelkreisen gleich. 

Um den Knlmmungs-Iialtniiesser eines Normalschnitls zu bestim- 
men, welcher mit dem Meridiane das Azimuth a bildet, hat man nun 
die Werlhe von ^, und aus (5.) in N. 1 1 des §. 180 einzusetzen 
und erhält dann die Grösse dieses Krümumngs-ilalbnjessers durch die 
Formel: 

^ ^ - 1 -sin «'sin r* 

In |. 179 war angenommen worden, dass, wenn die Breite ff den 
Werth ß annimmt, sich dann ^iny verwandelt; führt man auch hier 
diese Bezeichnung ein, so erlangen vermöge N. 8 und 12 in t79 
die Grössen ho und hx^ die folgenden Bedeutungen: 

(7.) *o=«i^/..=i?^. 

Wenn auch die Zwedce dieses Boches ebensowenig a!s der Raum 
uns gestatten, eine vollständige numerische Rechnung durchzuführen, 
so wollen wir doch wenigstens an einem Beispiele nachweise^), wie 
die Kenntniss der Grösse des RrOmmungs-Halbmessers des Normal- 
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scbnitls, welcher im Anftngspankte der geodätischen Unte mit dieser 
eine gemeinsehafUiche Tangente hat, fUr die Ausführung einer geodä- 
tischen Rechnung von Wichtigkeit ist. In seinen ,»Untersucbungen 
ttber Gegenstttnde hOberen Geodisie^ behandelt Gauss pag. 33 
der zweiten Abhandlung das Beispiel, aus der Breite des Brockens 
= 51*48' 1^9294, dem Azimuth a = 5M2'2F,7699 und der be- 
kannten Uinge der geodätischen Linie s = 5-1374,20 Toisen, die Breite 
9j des Inselbergs^ sein Azimuth $ und die LttngeudiiTerenz ^ zu be- 
rechnen. Pie Rechnung ei^ab: 

,^ = 50'>51'8",9444 
1= 5«'35'21",1S15 
^ = 0'8'5S",7002, 

Jacobi, welcher a. a. 0. seine Formeln an demselben Beispiele prQfen 
Hess, erhielt fOr 17 einen Werth, der in der vierten Dedmalstelle der 
Secunden um sieben Einheiten kleiner ist, während der Werth von § 
genau übereinstimmt und der Werth von nur um eine Einheit in 
der letzten Stelle abweicht. Allen diesen Rechnungen liegen die Dimen- 
sionen des Erdkftrpers zu Grunde, so wie sie Bossel in Schumacher'» 
Astronomischen Nachrichten N. 438 bestimmt hat Nach ihm ist, wenn 
die Toise du P^rou bei 13* A als Einheit angenommen wird, 

loga = 6,51 1S2 35337 
Iog6 = 6,5133093539. 

Berechnet man nach diesen Angaben durch die Formel N. 6: 

gncosy' 

^ 1 — sintf*8iny*' 

in welcher n = a:b und igy = Vn* — 1 cos/? gesetzt worden war, 
den Kiümuiungs-Halbraesser q des Nonualsiliiiills, welcher mit der 
geodätischdu Linie dieselbe Tangente hat, so iindct man 

log^ = 6,5146179. 

Nach der Angabe von Gauss ist aber 

log« s 4,7353929 

und auf einer Kugel vom Radius ^ wtlrde der Bogen eines grössten 
Kreises von der Länge s einem Gentriwhikel von 5T9",2575 ss e ent- 
sprechen« Gonstruirt man nun ein sphärMes Dreieck aus den Seiten 

cund^—/} und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel n^a,^ 
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findet man die Winkel ^ and ff, welche diesen Seiten gegenüber^ 
liegen^ sowie das Gomplement rf der dritten Seite von der GrOsse 

j^' = jü'51'9",560 

|' = 5"3.V20",271 

^ = 0<'9'ü",15l, 

80 dass folgende Differensen bleiben: 

- ,7 = 0", 616 ; r - 1 = - 0",91 0;t^' - = 1M51. 

Hat man sich also die KellIllul^s des erwähuten sphärischen Dreiecks 
verschaöt, so besitzt man bereits sehr angenäherte Werlhe der drei 
Grössen rj, \p, welche gesuciit werden sollten und die ganze übrige 
Rechnung besteht nur in einer gescliickun Benutzung der bisher ent- 
wickelten Formeln iu wirksamen Näherungsmethoden. 

S- 182. 

Wenn die Aufgatie gelosl wtrden soll, die kürzeste Entfernung 
zweier Punkte auf der Erdoherfliiehe zu finden, deren geographische 
Länge und Breite gegeben ist, so muss zunaciist der Werth der Con- 
stante c aus der Gleichung (5.) in §. 178 berechnet werden. Führt 
man dort zunächst stall v und u> die Grössen r und c aus N. 1 und 
N. 3 ein, so erhält man 




Die Substitutionen 

(2.) ,= /?r^A=J-U. = J; 

verwandeln diese Gleichung in 

(3.) '^»-^/i-TT? . 

Wenn, wie die Figur in 9. 175 andeutet, r grosser ist als der Anflings- 
werth und 

(4-) «.= 1/^5-1 . 

gesetzt wird, so ist grösser als und dann ergiebt sich aus (3.) 
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(5.) *=j7Ä^l^'~fT?' 



wenn man von ^ = 0 bis i// = »/; und von q'= bis = ^ inlegrirt. 
Die Constantc X nimmt vermöge der Formeln (5.) und (5') in $. 179 
die Gestalt an: 

sincr'V^^ »» 

und ein erster angenäherter Werth derselben ergiebt sich aus (5.), 
wenn man a = 0 setzt. Der noch bleibende Fehler d Uisst sieh auf 
die Weise ermitteln, dass man 

Ä = -f <f 

set't, wt nn // die erste Annähenm^' hedeulet, und bei den Entwick- 
lungen nach Potenzen von d nur die erste Polenz beibehält. Man 
findet dunn 



0- 

Wird nun 

gesetzt, so nehmen diese beiden Integrale die Gestalt an: 

^0 Vo 



(9.) ydg,l/i_,^_. und ^-/-Jlil/l-- 
/ r 1 -H fismy" cos i 



^ . , , ^ . .-h^isin^' 

Für das ErdsphSroid ist e so klein, dass die dritte Potenz vernach- 
ISssigt werden kann. Entwickelt man dann im ersten Integrale die 
Wurzelzeichen nach Potenzen von £ und setzt 

(10.) , <,x = ^;^j, = -^ ■ 

sc erhttlt man 



/i 



l+^sin^* {t-\-/i) 



Wenn man jetzt aus der Gleichung (7.) den Fehler d berechnen will, 
so braucht offenbar von der Entwicklung des zweiten Integrals nach 
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Vi 

-/'- 



Potenzen von «, welches in der Formel lür d als Divisor erscheint, 
nur das erste Glied 

beibehalten zu werden, da schon das zweite Glied ziepilicb kleia isL 
Man findet also jetzt den Fehler d durch die Formel 
(11.) ^_ 2^cosy,cosy 

sin(y, -r^ 

Den ersten angenäherten Werth von il erhält man, wie bereits be- 
merkt wurde, aus (5.) durch die Formel 

V - 9»» 

wenn man < vemacbKissigt und die Substitutionen (8.) anwendet. 
Um aus dieser Gleichung die Grösse (i zu entwickeln, braucht man 
uur in einen Kreis, dessen Durchmesser gleitb 1 ist, ein Dreieck mit 
den Winkeln.^ und yf zu construiren, dessen dritter Winket also 
n — q>o ist Die Seiten, welche den Winkeln 9, \p, n ~ q>^ gegen- 
über liegen, sind dann sin <f>y sin t//, sin (p^; es ist daher 

sin ifj' == sia 9' -f sin cp^^ — 2 sin q> sin (p^ eos 
folglich, vermöge (8.) 

(12.) fi =r g* + go'-2ggoCOSV> 



siu^' 



wenn 



= }/^,_lund^==|p-l. 



Nach N. 6 ist also der erste angenliherte Werth des Azimuths 
a der kürzesten Linie in dem Punkte, dessen g«$Qgrapbische Breite ß 
ist, durch die Formel gegeben 

(1*.) smcr =: — ' , , ' ■ 

Hütte mau aui ändert- Weise sich eine Keimliiiss dieses AziinuUii. ver- 
schutli, so könnte diese Formel aucii dazu dienen, die ConstaiUc fi 
zu berechnen, 

Ist die Grösse des Aziamtljs a, also der Conslante X oder a 
ermittelt, so lässl sich durch die Formel iS.) in §. 179 die Coiistante 
ho berechnen, also der Werth des Moduls k oder der Grösse q au- 
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geben« dessen man bedarf, am aus der Gleichung (9.) in S. 179 die 
Ulnge f der kürzesten Linie durch die Formel (14.) berechnen m 
kOnnen. 

|. 183. 

Eine andere Metbode, den Werth der Gonstante X aus der 
transcendenten Gleiebung 



ZU bereeboen, in welcher ^e* * gegebene Grössen sind, ist die 
folgende. Da e eine kleine Grösse ist, ?on der A ebenfUls abhKngt, 
80 nehme man fttr diese GrQsse eine Reihe von folgender Form an: 

(1.) X=fi-^ae-\-ße* + ya' + -', 

in welcher die GoefBcienteu fi^ ß,y, zu beätiiiiuiea sind. Man 

ertiäit daiiu 

oder, wenn mau die Substitutionen 

^ss ^fisiütp und ^« = ^fi sin 
wie in N. 8. %, 182 macht. 

Entwickelt man beide Wurzeln nach Potenzen von « und setzt der 
Kürze wegen 

l-|-^8in9*=jr, 

so wird 

9 

oder 

99 

9 

«• / 7 3«' Aß , 2« , 1 

"^Fy V'cosy* 7Icös^"^i«Jfcos9''^J|V^^"^'" 
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Setzt man nun die CoelTicicntcn der Poleazen von e s&mmtUch 
gleich Null, so erhält mau die Gleichuagen: 

(2.) ^•-y = ^' 

(3.) A— 



9a 



aus denen die Goefficienten /i, in der Entwickelung (1.) 

von l gelinden werden Itönnen. 

Nachdem aus (2.) der Goeffideut fi auf die in |. 182 angegebene 
Weise gefunden worden ist, ergiebt sich aus (3) der Goefficient a in 
der Gestalt 

(l+^)sin(x-Xoy 
wenn die Substitutionen (10.) m §. 182 benutzt werden. 

Aus (4.) iindet mau dann ß ebenfalls durch einen Ausdi'uck in 
endlicher Form, der aber schon etwas zusammengesetzt erscheint. Die 
Goefficienten der höheren Potenzen von « würden aber eine ziemlich 
verwickelte Gestalt annehmen. 

S. 184. 

Da in den Anwendungen sehr bSnfig der Werth yon Gonstanten 
bestimmt werden muss, die unter dem Integralzeichen vorliommen und 
die bekannten Lehrbücher diesen Punkt nur selten berttbren, so will 
ich noch eine Behandlungsweise dieser Aufgabe, welche von Jacobi 
berrahrt, hier mittheilen. Es war die Aufgabe vorgelegt, aus der 
Glddiung 

1 

(\) / ' (1 -~nx)dsß 

^ 2 //l_a»««(l-ii«)* 

in welcher n den Werth 0,000294 hatte, die Gonstante a zu bestimmen. 
FOf hm = ff und oft » wird 



a 



(2) 
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Setzt man 

(3.) y^by*^z 

uad entwickelt y uach Potenzen von b, so erbttlt man 

und 
also 

dz 



Vertauscht man nun noch « mit cos^ und nimmt an, dass sich 
^ in a verwandelt, wenn y in a ttbergeht/so erhält man statt (2.) 
die Gleichung 

(4.) ^n~J\ \ -\-b cosy 4 d(p = — a ^ b\^ \ — sin «) 

+ — « 4- i «n 2c)» 
also, wenn man in der Entwickelung von a bis zur zweiten Potenz 
von b fortgeht: 

a = 6Cl-sin«)-l-i;i6* = 64-(|7r-t)6.=^+ ^. 
Es ist aber 

a — //ü' = cosa, 

oder 

__ cosflf _ 1— ic '_ 1 w' / w ^ _ 

1 ™„ ^T^"'2o'(l-»)V '^ö ' ~ V 

= 1 4- « + i«' 4- - i»' (iw - 1 ) =: 1 + » + i«' + i (10 - 3«)»», 
also 

(5.) a= 1 +0,l439n». 

Da n nur mit drei genauen Ziffern gegeben war, so hat schon 
M* keine Bedeutung mehr und man erhält • 

a= 1,000294. 
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t 

WIerter AliscIiniU» 

Das sphärische PendeL 

§. IS5. 

Die Herleitung der Differenzialgleichungen für die Bewegung eines 
Punktes auf der Obernjiche einer Kiige! und ihre Integration lassen 
sich zwar ohne grössere Schwierigkeit nach den gewöhnlichen Methoden 
bewerkstelligen; da wir aber die Kenntniss dei-selben beim Leser 
voraussetzen und unsere Mittel zu ihrer Integration in mancher Be- 
ziehung Vorzüge vor den üblichen zu besitzen scheinen, so wollen 
wir uns derselben hier bedienen und ihre Zweckmässigkeit an einigen 
elementaren Beispielen erläutern. 

Haben die drei Differenzialgleichungen der Bewegung eines Punktes 
die Fenn 

(t) 5+»l'+0=o. 

wo t die Zeit und s irgend eine der Coordinaten x, y, z bedeutet, 
während F und Q Functionen dieser Grössen sind, so tnsst sich xu- 
nächst, wenn i und I als Functionen einer anderen Grösse 9 be> 

d*s 

trachtet werden, in folgender Waise ausdrücken: 

fPs d (ds\ d fs*\_ 1 fs^^ 



wenn die Ableitungen nach g> durch Accente bezeichnet werden, pie 
Gleichung (1.) nimmt durch Substitution dieses Ausdrucks fUr ^ 
die Gestalt an: 

"•(2.) g>f-J^^gi>ff^^Qi!^ = 0, 

Mau bat aber offenbar folgende identische Gleichung: 

(3.) ^+2^!^+,(»j:+iy(J!^l±Il^o, 

wenn u als eine Funcuoii von (p betrachtet wird. 

Die Vergteiehini;,' dieser beiden Ausdrücke liefert unmittelbar 
folgende drei Gleichungen: 

Seh« Ubach, «Uiptiteb« iolCfnl*. 24 
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(5.) '^+i=Pf 
(6.) 

If 

welche in den iii»'i:-t n I illrn auf die scluicüste Weise zur Iiit^;ratiOli 
der vorgedachten Bcweguugsgleichnugeu fiUirca. 

%. 186. 

Wir behandeln zunächst als Beispiel den allgemeineren Fall der 
Plauetenbewef.'uny , in welchem ein leiten Aloiii Ä ein beweglichcü B 
mit der Kraft R anzieht, welche eine beliebige Function der Entfernung 
r beider Punkte von einander ist, und in einzelnen Fällen zugleich auch 
von dem Winkel (p abhängen kann, welchen» der Radius vector r mit 
einer festen geraden Linie bildet. Liegt Ä im Anfangspunkte der 
rechtwinkligen Coordinaten a;, y des Punktes B, und bildet die Gerade 
AB = r mit der Axe der x den Winkel so sind die Bewegungs- 
gleicbuQgeu des Punktes B bekanntlich 



Beufebnen wir nun 



1 
r 



so dass also 

(3.) «»=008^ und fv^smip 

wirdf so hat man 

(xu)" -\~xu = 0 und auch (yu)" -f- = 0 
und die Gleichung (0.) in §. 185 ^siM von selbst befriedigt, wenn 
man x oder y für 5 setzt, da die Function Q gleich >ull ist, wie 
sieh aus der V'ergieichung von N. 1 in §. 185 mit den hier auf- 
gestellten Beweguugsgleiclmagca ergiebt Die dort mit F bezeichnete 

Function ist hier durch oder «Jl ersetzt, so dass nur noch die 

r 

beiden Gleichungen 

(4-) -^=-ir 
und 
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(5.) «" + »=«•«1'' 

zu integriren Übrig bleiben. 

Das Integral vuu (4.) ist aber, wenn man die Integrationscon- 
slantc mit l[a) bezeichnet und von den Logahlhuien zu den Zahlen 
übergeht, 

(6.) 

Mit Hülfe dieses WerUies von f verwandelt sich (5.) in die 
Gleichung 

deren Integral 

(8.) «"+tt"=2oy^~dii+c 

ist und als Gleichung z^rvischen u und (p die Bahn des Punktes B 

ilai-slelii. 

Im einfachsten Falle der Planetenbewegung ist R = /t«', wobei 
k eine Constante ist. Man erhält aus (8.) bei dieser Annahme 

eine Gleichung, die sich durch bekannte Methoden integriren lasst 
Wäre aber die Kraft, mit welcher ii auf B einwirlct, der vierten Potenz 
der Entfernung umgelEehrt proportional, also R = liu\ so wQrde die 
Differenzialgleiehung der Bahncurve 

ocp= 

""1/0 — «»+ |aV 

und ihre Integration erforderte die Kenntniss der Theorie der ellipti- 
schen Functionen. 

Es ist nictii unsere Absicht, aui die Resultate der Integration 
dieser Gleichungen näher einzugehen; wir bemerken nur noch, dass 
sieb (7.) auch integriren lässt, wenn Ii die allgemeinere Form hat: 

(9.) a'R = u'A + u'0, 

wo A eine Constante und 0 eine Function des Winlceto q> bedeutet 
Man erhüH dann aus (7.) die lineare Gleichung 

(10.) i^+(l^Ä)u^0, 

deren Integral für 1— ii = a' die Form bat; 

24» 
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(11.) m^^^wiM4pJ^ilHif}%a(pdip—wiaqJ*0^^ , 

in welclicr ß und y die Integralionsconslanten sind. 1 iir oin imagi- 
näres a nimmt dieses Integral bekanntlich eine ändert; Form an. 
Verwandelt sich <2> bloss in eine Constaute B, ist also 

(12) a*Jt ^ u^A -f u*B, 

so erhfllt man aus (11.) 

(13.) 7 = i9 -h (y + «qp). 

In dem einfacheren Falle, wenn 4 = Ü, also a = 1, und 

wird 

(14.) \i = B ^ ßzosiy q>). 

Die Bahncum ist dann ein Kegelschnitt,' dessen Brennpunkt 
der feste anziehende Punkt bildet. 

Nimmt man endlieb noch an, es sei 

(15.) a'B = Au' + 1, ' 

so fuhrt (7.) zu der DifteieuziaJgleichung 
(16.) w*u"4- (1 — = 

die fUr 1 — ii = a* das Integral giebt 

(17.) «V = p = ^ 4- ^/?'-i^a'cos2(y+cg>) 

mit den Integratiousconstanten ß und Fttr ein imaginSres a nunmt 
auch dieses Integral eine andere Gestalt an. 

FOr ii=3 0, also as=l, geht die Babncurve (17.), wenn B 
positiv ist, in eine Ellipse tiber, deren Mittelpunkt der anziehende 
Punkt einnimmt, denn man erhalt dann aus (17.) die Gleichung 

(18.) ^ = ^» -f- iW^^^{r+9\ 

oder, wenn mau rcos (y ^ qt) = § und r sin (y -|- y j = setzt, 

(19.) (/j + /^rrä)f + = 

Das hier benutzte Mittel, die Differenzialgleichungen (1.) und (2.) 
zu uilegnreu, geälallel uflenbar weit leichter, der Function R eine 
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allgemeinere Bedeutung unterzulegen, als dies bei den gewöhnlich 
angewandten Methoden der lutcgratioii geschehen konnte. 

f. 187. 

Ganz auf dieselbe Weise las- 
sen sich nun auch die Differen- 
zialgleicbaogen integnrenj dordi 
« welche die Bewegung eines Punk- 
tes auf der Oberfläche einer Kugel 
aasgedrUckt wird. In der Figur 
stellen OX, 07, OZ dra auf 
einander sefkkrecfate Radien der 
Kugel^ vor, auf welcher der be- 
wegliche Punkt C durch den 
Widerstand JV ihrer Oberfläche 
zu bleiben gezwungen ist Die drei erwähnten Radien fallen In die 
Richtung der Goordinatenaxen, so dass OA = AB = y, BC^% die 
* Coordinaten des Punktes C darstellen. Der Radius- OZ sei der Rich- 
tung der Schwere CG =sG parallel und drtteke zugleich die Längen- 
einheit aus. Der Widerstand CD = der Kugetoberfläche ist in der 
Richtung von C nach dem Mittelpunkte 0 bin als wirksam zu denken 
und muss in die beiden auf einander senkrechten Gomponenten CE 
und CF zerlegt werden, von denen CF wieder in die beiden den 
Axen der a und f parallelen Gomponenten CB und CK zerfällt 
Bildet nun die Ebene MCZ mit der Ebene der am den Winkel ^, 
und die Richtung CO mit OZ den Winkel ^, so ist 
(1) X — sin^cos^; p — sin^sin ^ ; » = oos^. 

CE = ATcost/;; CF == Nsin^; CH =5 JVsin^cos ^; CK = JVsint^sin^, 

und die Differenzialgleichungen der Bewegung lui den Punkt C sind 
daher 

Setzen wir nun sin i^=sl, so lassen sich die Gleichungen (1.) 

auch iu darstellen: 

(3.) XU = cos^; yu = sinqp; sm = cott/;. 

Ersetzt man in der N. 3 des §. 1S5 nacheinander s durch y, s, 
so erhält man, da (jcu)" -\-xusstQ und (yt»)" -f- = 0 ist, die drei 
identischen Gleichungen 
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Die GleichimgeD (2.) lassen sich aber nach N. 2 in ^ 185 so 
darstellen: 

w 

1 

Vergleicht man nun die letzten drei Gleichmigen mit den drei voran- 
gehenden, so ergeben sich unmittelbar die folgenden drei-Oleichungen: 

(5.) !^+l=iVl'% 

Es war offenbar nicht t rt id. i lieh, die obigen zwei Gruppen von 
Gleichungen noch besonders ruedeiziisrhr^iben, aber wir haben der 
arösscrpu Deuthchkeit wegen die etwas grössere Weitlänfigkeit nicht 
unii-Mlifu wollen, wenn auch die letzten drei (ileichungen sich ohne 
Weiteres aus den Gleichuugeu (4.), (5.), (6.) in§. ISö hildeii iiessea. 

Das Integral der Gleichung (4.) ist, wie bereits bemerkt, 

(X) «- = 7. 

und wenn dieser Werth von /' in (6.) eingesetzt und r statt zu ge- 
schrieben wird, so erhält man die Gleichung 

1 

Es ist nun »=s-: — und — cotilr s r, " 

smxp ^ 

also »• = -J-, = 1 -h cottfr* ==: 1 +r*, 
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daher ist r"-!- = (1+?^ 

Miiltiplicirl man diese Gleichung mit 2r' und integrirt, so er- 
hält man 

•"+''=^.+^-^> 

Yfem B—l die Inlegrationsconstante bedeutet Setzt man hier fttr 
r seinen Werth, so ergiebt sieh auf der Stelle 

(9.) ^ ~ — sin t}J] (ß^2GA'co&%p)smyj' 

und aus (7.) 

y^iu.; «• ^. - y^ij ^ 2fifil''cos^) sin V**- 1 . 

Aus dem Integrale dieser Gleichung lüsst sich also der Winkel t/ß 
dnrdi die Zeit f erhalten, und da das Integral von (9.) auch <p als 
Function von ip bestimmt, so sind die Goordinaten y, » des be- 
wegten Punktes C als Functionen der Zeit ausdrQckbar und ein 
wes^ntUeher Theil unserer Aufgabe erscheint jetzt als gelöst. 

Führt man statt des Winkels ^ die Ordinate n — cosV' em, so 
lassen sieh die Differenziale di und dg> auch so ausdrucken: 

Ad» 

(11.) = ± + 2GA's) (1 -a^y^l 

dz 

(12.) dip=± (1 -««)y(ß^2<?il'*)(l-0-l' 

9. 188. 

So leicht und schnell auch die benutzte Integrationsmethode zum 
Ziele geführt hat, so darf man doch niemals bei der Behandlung dieser 
und ähnlicher Pr ililnne versäumen, die Bewegungsgleichungen auch 
in folgender Form aulzustellen. Man betrachte nämlich alle Grössen 
als Functionen des Bogens s der Curve. welche der bewegliche Punkt 
durchläuft, und drücke die Ableitungen nach s durch Accente aus; 

ds 1 

dann erhält man^ da die Geschwindigkeit 0 = — =— ist, 
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Die Bewegungsgleichungen (2.) in |. 187 nehiuen daher folgende 
Gestalt an: 

(1.) a?"!)' ^iV^O 

(2.) y'V+y'w'+yJV = o 

(3.) + »JV-Ö « 0, 

während nach dieser Bezeichiiiiiig noch die Glcicliungen Statt finden: 

(4.) x'4-y'-|-a' = 1, also xaf-^yy' + zz' = 0, 

(5.) «"-f y + = 1, also = 0, 

und wenn man nodi die zweite Gleichung unter N. 4 differeozirt, 

(6.) a»^ + yj* ^ ~ 1. 

Bikkt man jetzt x' { 1 ) 4- y' (2) -J- V (3), so erijait man, mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (4.) und (5.) 

w?' = G»' 

oder 
also 

Um die Constanle c zu bestimmen, sei a = t für u = a>, dann wird 
(7.) ©• = w'' + 2^(z.-^^). 

Bildet man ferner y {2») »{3,)^ so eraält man vermöge 

(4.) und (6.) 

(8.) iV = D« -i- <?» 

oder aueh, wenn man (7.) benutat, 

(9.) iV=«» + G(3»-2ö. 

Diese Ausdrücke für die Geschwindigkeit r des Punktes C in 
seiner Bahn nnd lür den Widerstand N, den die Oberfläche der Kugel 
zu leisten hat, lassen sich zwar aus den Gleichungen des §. 187 auch 
ent^Mckeln, erfoidt ru dann aber zu ihrer Darstellung weil uraständ- 
hchere Rechnungen. 

§. 189. 

Es milssen nun zunächst die Constanten A und B in den Gleichun- 
gen (7.) und (8.) des §. 1S7 bestimmt werden. Bedeuten in der 
Figur OA ~- X, AC = y, Cc = z die Coordinaten des schwingenden 
Punktes c und gcdh die Gurve» welche er auf der Kugelfläche durch- 
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ISufl, 80 Wie GCDH ihre Pro- 
jection auf die Ebene der wy; 
sind ferner ZeK und ZdJ zwei 
Meridiane dureli zwei nfidiste 
Punkte e nnd d der Bahn und 
haben ^ und ^ dieselbe Be- 
deutung wie in der ersten Figur, 
so muss der Bogen KJ als dgi 
betraebtet werden. Sind nun 
ce und d^Bogen kleiner Kreise, 
welche dem horizontalen Kreise 
XKY parallel laufen, so erscheinen c/ und de als tf^. Ist femer e die 
Geschwindigkeit des Punktes e, so ist cd — ndl, der in der Zeit di 
durchlaufene Weg und wenn das Äzimutti fcd der Bahnlinie mit x 
bezdcbnet wird, so ist ce = CSE = OCdqt ^ sin 
Dreieck eed hei e rechtwinklig ist, ee = wUänx* 




oder, da das 
Es ist also 



(1.) 



• ,dq> 



und femer 

(2.) edicosx = dy/. 

Aus dem Prbducte dieser Gleichungen folgt noch 

(3.) - 



watpdq) 

Nach N. 7 des f. 187 war aber 



COtjf. 



(3'.) 



1 1 . . a dw 



psin^sinx* 



Ist nun, zur Zeit 1=0 das Azimuth x des Pendels gleidi tt und 
die £levation ^ so wie vorbei' e oi, so wird 

('*•) = CDsinosin/?, 

womit also der Werth der Cunstante Ä gefunden ist. 

Vm nun auch B zu erhalten, schreiben wir die Gleichung (9.) 
in 187 in folgender Weise: 

Hieraus folgt; 



Google 



378 Titttev Abaelmitt. 

4 

g= . > — 26rii*COSV^. 

Zur Zeit < s= 0 ist also 

Es ist aber cos/? der Werth von der Ordinate z im Anfang 
der Bewegung. Wird dieser Wciih, wie bereits vorher geschab, mit 
^ bezeichnet und zur Abkürzung noch 

(6.) = 2G (i? + ö 

gesetzt, HO y die zur Geschwindigkeit 19 gehörige Fallhöhe be- 
zeichaet, so wird nach (7.) in 1. 188 

(7.) = + 

und 

i-, = 2G(j? 4-0(1- D^^in a)B = 2G 7iA\ 

Durdi EinfObrung dieser Werlhe verwandeln sich die Gleiebungen 
(Ii.) und (12.) in %. 187 in 

dz 

^""^j/^nrj + ^)(1 - - (7+Ö(i^ Dsin«« 



(9.) da^ + j-, - 

-(l-0]/(»7-f.)(l-0-(9+C)a-0«n«'- 

Vermöge der Formel (3'.) und (4.) 6ndet auch noch die Relation Statt: 

p _ sing sin /? ^^^^ siny^sin/? / ^.^cos/? 
0» sinxsini^ sin« siui/; r ^ cost/;* 

durch welche der Winkel x ijöstimiut ist, welchen die Bahn des Pen- 
dels mit dem Meridian bildet. 

%. 190. 

Die Untersuchung des Ausdruckes unter der Wurzel, den wir durch 
Ä=(9+«)(l-*')-(9+«)0-£>üa« 

= - »') -fo^i- Osina'l = ^«'sinV/' - üi'mß'sma') 

bezeichnen woHen, giebt nun schon Aufechluss über wesenlliebe 
Punkte der Bewegung des Pendels. Der Fkll, m welchem das Azimuth 
a 0 ist, braucht nicht in Betracht gezogen zu werden, denn dann 
wSre der anftngücfae Stoss, den der Punkt € erfahren hat, so erfolgt, 
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dass seine der Kugeiohei fläche tangentiale Componente in die Richtung 
eines Meridians fiele, also das Pendel nui in einem vertikalen Kreise 
schwingen könnte. Schliesst man diesen Fall aus, so kann die 
Geschwindigkeit des Pendels in keinem Punkte seiner 
Bahn zu Null herabsinken, denn für t?' = 0 würde R negativ, 
also die Wurzel imaginär, da die Ordinate ^ stets kleiner als 1 ist 
und die AnfoTiL'^peschwindigkeit w nicht Null werden kann, wenn das 
Pendel nicht blosa in einem vertikalen Kreise schwingen soll. Aus 
demselben Grunde kann auch z nicht gleich 1 werden, also das 
Pendel nie den höchsten oder tiefsten Punkt der Kugel 
erreichen. 

Um in dieser Untersuchung weiter vorsehreiten zu könaen, müssen 
zunttchst die Wurzeln der Gleichung 

Ä=0 

aufgesucht werden. Es ist aber für die Werthe von 

»=s — CO, — 1, C, +1 

das Zeichen von 

Ä = -f-, — , -j- , — , 

also hat die Gleichung B =s 0 drei reelle Wurzeln, da R drei Zeichen- 
«echeel darbietet 

Bildet man die Ableitungen 

^=:1^2i2»-3*» und ~ = 

so überzeugt uian sich, dass R für 

tinea grOssten und für 

einen kleinsten Werth anuunuit. 

Die Curve, welche durch die 
Gleichung R = F (i) dargestellt wird, 
hat also die in der nebenstehenden 
Figur angedeutete Gestalt, denn wenn 
die positive Abscisse 0(7 = 1 wäre, 
so wUrde R einen negativen Werth 
GF annehmen, aber für eine positiTe 

Abscisse 0ir=i/7T^ - 4V 
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Maximum JRE erreicben, und Ittr eine negative 

zu einem Miniinum JD herabsinlien. Die negative Abedsse OK » 1 
giebt dem R einen negativen .Wertli KL und erst jenaeits in C erhebt 
sieb die Gurve wieder Uber die Abscissenaxe. Bezdebnet man also 
die drei Wurzeln der Gieiebung nUt 

OÄ = a,OBrsb,Oe=s ^ c, 
so ist offenbar a positiv und kleiner als 1, 6 liegt zwisdien -den 
Wertben von OH und OJ, kann also sowohl positiv als negativ sebi^ 
bat aber bestimmt einen numerischen Werth, der kleiner als OK sein 
muss, denn diese Wurzel liegt nach dem Obigen zwischen — 1 und (. 
Die Ordinate £ kann aber sowohl positiv als negativ sein^ ist aber 
numerisch stets kleiner als 1; daher kann der Zweig DBE sowohl 
rechts als links von 0 in die Ahseissenaxe einschneiden. Die dritte 
Wurael OC— — C ist negativ und ihr numerischer Werth grösser 
als 1. Hiernach zerföUt nun A in das Produet folgender drei Facioren: 

Ä=(o-»)(» — 6) (c + z). 
Wäre aber die mittlere Wurzel negativ, so hätte man folgende Zer- 
legung : 

K = (il'-'»)(«H-6)(c-f a). 

Im ersten Falle kann also die Ordinate n nur Werthe annehmen, 
welche zwischen den beiden positiven Grossen a und h liegen, da R 
nicht negativ werden darf. Durchschneidet man also die Rugel unter* 
halb des Horizonts in den Entfernungen a und h vom Mittelpunkte 
durch zwei horizontale Ebenen, so liegt die Gurve, welche das Pendel 
auf der Kugel beschreibt, ganz innerhalb der Zone, welche diese 
Ebenen abgrenzen. 

Im zweiten Falle, wo h negativ ist, kann sich » von — 6 bis a 
erstrecken. Das Pendel tritt also dann auch in die obere HemisphSre 
ein und seine Bahn wird ganz von der Zone euigeschlossen, welche 
durch zwei horizontale Ebenen begrenzt, wird , die dm Entfernungen 
a und h entsprechend, unter und Ober dem Horizonte liegen. Das 
Pendel wvd also unter gewissen Bedingungen immer unter dem Hori- 
zonte verweilen, muss aber stets, auch wenn es Anfangs Uber dem 
Horizonte lag, unter diese Ebene herabsinken. Wenn im ersten Falle 
a = h wird, so verwandelt sich die Zone, deren Htthe a — b war, in 
einen Kreis, der dann auch unaufhörlidi vom Pendel durchlaufen wird, 
da a nur den constanten Werth a behaupten kann. Dieser Werlli 
macht R zu Null, und nach N. 10 in f. 187 whfd dann auch 
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^ =s 0, also nach N. 2 in* $. 188 üeosx« 0. 

Da aber ©, wie bemtM-kl wurde, nicht verschwinden kann, so muss 
cos/ — 0 sein, oder das AznnuUi iler Bahn mit dem Meridian einen 
rechten Winkel ijildeu. In diesem Faüe, wo die Gleichung Ä = Ü zwei 
gleiche Wurzeln hat, muss auch die Gieichuug 

^=l-2i7»-3»'^0 



befriedigt werdeo, also 

1 

- r, = — 

2« 



1 ^' 



oder, nach N. 7 in |. 189 

t?' = Gsin i/> lg 

sein. Diese Geschwindigkeit, die während der ganzen Bewegung con- 
stant bleibt, muss also der bewegliche Punkt senkrecht gegen den 
Meridian erhalten haben, wenn er unaufhörlich einen kleinen borixon- 
talen Kreis auf der Kugel durchlaufen soll, der aber, wdl 9 positiv 
bleiben muss, stets in der untern Hemisphfire liegen wird, und nur 
bei einer unendlich grossen Anfangsgeschwindigkeit in den Horizont 
selbst fallen kann. 

Die Richtigkeit dieser Formel llisst sieh auch durch 
eine einfache Constructlon nachweisen; denn wenn in 
der nebenstehenden Figur OA die Axe vorstellt, um 
welche sich das Atom C mit der Geschwindigkeit o 
im Kreise drehen soll, dessen Radius AC = siu ist, 
und es bedeutet CG =i G die Beschleunigung der 
Schwere, so muss die Componente FC=G\^\p der- 
selben die Kraft liefern, weiche den Punkt C im 
^ ^ Kreise erhält. Diese Componente muss also der 
Schwungkraft 

AC simff 

gleich sein, wie die Bezeichnung der Figur lehrt. Die Gleichsetzung 
beider Werthe (Ohrt daher zu der Formel 

9* = Gtgxpsinxp. 

Wenn das l*eiidel anfangs in der untern Hemisphäre ha und 
daim sich Uber den Horizont erheben soll, so muss z negativ werden 
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kttnaen, also A fttr « = 0 noch einen positiven Werlb iMhalten. Es 
moss also 

sein, oder 

fe + 0(l-sin«*sin/?')>C, 
oder vermöge (6.) in $. 188 

1— sina' sin/?»- 

Sobald also die zur Anfangsgeschwindigkeit geiiörige Fallhöhe 
den Werth 

cos/J ^ t 

oder ' 



1 — sin a' sin/?' cos sin a* 

liberscbreitet, so steigt das Pendel Uber, den Horizont empor. 

§. 191. 

Führt man jetzt in den Fonnelo (8.) und (9.) des S* 188 den 
Werth von R ein, so erhält man, wenn 

gesetzt wird, 

1 dt 

(%) dw^ — 

^ (l-»')|/(a~a)(»-6)(c+«)' 

wo das negative Zeichen vor der Wurzel gewShlt worden ist, weil wir 
uns denken wollen, dass im Anfange der Bewegung die Ordinate s 
im Abnehmen begriffen ist. 

Um diese Integrale durch ThetaCunetionen auszudrücken, setzen wir 
(3.) a—3t^mfx*;9-^b^n^*;e'['9=rhx\ 
wo m, n, r zu bestimmende Goeffidenten sind. 

Die Summe der ersten dieser Gl^cbungen mit d^ zweiten und 
dritten liefert 

— =-A' +0»' und -i- = --/aj«-|-to». 
Es ist aber 

jfo«=JkoY»'-|-^' und Äo'=^oYa?'4-to', 
so dass man also annehmen kann: 
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a — b ,1» . - 

(4.) i " » 

r r ^ 

Aus diesen Gleichungen findet man, wenn man die Formel 

benutety 

fli II r 

oder • 



(5.) »= y(a-6)(a+ c); « = f^(a~ 6)(6 + c); r= y(a-|-c) (6+c). 

Vermöge der in (3.) gemaetaten Annahmen ist 
(6.) >^(a-Ä)(a~6)(c + s; f (« - 6) (a + c) {b + c)fxgxhx, 
und wenn man die erste der Gleichungen (3.) differenzirt, so wird 
ds — 2mfxf'xdx^2 do*mfmgxkxds^ 

also 



Nach N. 4 und N. 5 ist aber : 



daher ist diese Gleidiung auch: 

Die .Gleichung (1.) führt also zu der Formel: 

Nimmt man min an, dass die Zt ii \on dem Augenblicke an ge- 
zählt wird, wo i8 seinen grössten Werth a ciieieht, oder das Pendel 
sich am tiefsten unter dem Horizonte befindet, so ist für / = ü auch 
ic = 0, da fx nach der ersten Gleichung unter N. 3 für a = a ver- 
schwindet. Das Integral von (7.) wird also: 
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Es ist aber nach (3.) 



und nach (1.) in S* 23 (Ur jedes guoxe «: 

f(x) = (-l)Y(a» + «f). 
Also ttnomt » wieder denselben Werth an, so oft um «r wichst, 
oder so oft I um 

7t C^fr 



zunimmt. 

Der Modul k der elliptischen lutegrale wird aus den Formeln (4.) 
gefunden. Sie liefern 



(10.) 



(11.) 



ho* ~ m 



a~b 



'f. 

ho* a-f-ü r^_j_ 



e 
c 



und damit auch die Crössf q vermüge der Formel (6.) in %. 43. 
Nach der zu Anlang des Paragraphen eiii^'ffllhrten Abkürzung ist 

(ri-^i)({—a')~d' = ^a — z){i — b) (c -f j), 
also wenn man erst s = 1 und dann 2 = — 1 setzte so wird 

d' = (l-a)(l-6)(c+l), 
d» = (l+ii)(l+ft)(o-l), 
und hieraus oder aus der Vergleichong der GoelBcieDten der gleichen 
Potenzen von » ergiebt sich: 

l+a6 



(12'.) 



c = 



und jy = c— a— 6. 



a + 6 

Benutzt man nun diese Aui>di'ücke, um die N. 2 zu Iraosformiren, 

so erhält man 

d 2(^0 'die 0o'd i dx . dx 



Führt man also fttr s den ersten der drei unter N. 3 angenom- 
menen Ausdrücke ein, 

so niuiuii dqi die Gestalt au: 

(13.) ^ = } . ^ ,. + nr-^-rr^ 



I 



Das sphärische Pendel. 385 

Nach N. 1 und N. 13 in §. 130 hat man aber die Formeln 

X 



u 

X 



gaJ ga fx —ha * ^la-\-x) 

u 

Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun (13.) integriren; denn 
bestimmt man zunächst eine Grösse A durch die Gleichung 



so erhält man 

gr = go^ — ho ß = \- — ! — = L_ 

^ — ho — go fr — — \- = . 

^ ' n ' i — a n n 1— a' 

also: 

(16.) ^A=-._; a: 

und aus diesen Gleichungen folgt 

gkhX d 



n 1— a' 



ß i(l-a)y6H-c' 

so dass das erste der Differenziale in N. 13 durch diese Substitution in 

iOo^glhl dx 
ß l-MYx' 

Ubergeht. 

Bestimmt man ferner eine zweite Grösse ^ durch die Gleichung 
so erhalt man auf dieselbe Weise wie N. 16 gefunden wurde: 

f^=-7- 1+6' Sl^'^Y+l' *" = VTl' 

und hieraus, wenn man die beiden Formeln (12.) beachtet, 

fl^hp t(J 

m ~ (1 -f 6) }/a 4- c {{ ^ a)]^b^^ihl?' 

Scliellbach, elliptische Integrale. 25 



• «Vi y, 
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BBeniadi venraadelt sieb das zweite Differenzial unter N. 13 in 

und das Integral der Differenzialgleichung (13.) nimmt vermöge (14.) 
und (15.; die Gestalt an: 

(18.) + 

vffitir^d l und ^ durch die Gleichijui^n gefunden werden, mttssen: 

(\^\ hl-'\ l _ l+2gco s2 X-hVcosa + 

^iv.; F(i_ajÄ' — i_2^cüs2A-}-27*cos4A- 

m\ 2gcos 2^ + cos 4^ -f 

yin,) n^i—jl *" 1 — 2gcos^-i-2g*cos4ft — 

und sowie der Modul der Tbetaftinctionen durch die Formeln ge- 
geben sind: 

t , nt 

' a-\-c ' a-^c 

Zur Berechnung von ft ist von den Fomieln unter N. 3 die letzte 
am bequemsten: 

\ / H-2^cos2a;-f-2^*cos4ar -L. .\' 

(210 ' » = - c -f \\a 4- c) {b f c) ^1 - 24eos2a; 4- 2g* cos ix - ' 

Die Fonnehi (16.) und (17.) zeigen, dass die Grltaeen l und fi 
imaginär sind, und zwar die Gestalt annehmen mfissen: 

Xssui und fc'ssipt; 

aber es ist Tortheflhail, ihre imaghiSren Werlbe erst - dann in die For* 
mein eb^ufObren, wenn man der 'Grossen i» und w sinr Ausführung 
der Rechnung bedarf. 

f. 192. 

Nachdem man die Wurzeln o, 6, c der Gle^ung Jls=0 ge- 
ltenden und aus dem Werthe von in N. 10 die GrOsse q nach 
der Vorschrift N. 6 In |. 43 bca'ecbnet hat, kann die Grtose der 
Ordinate s, oder, was dasselbe ist, der Winkel ip aus N. 22 sehr 
leicht ermittelt werden, da man x durch' die Zelt f nach N. 8 aus- 
drücken kann. Um aber den Winkel g> angdti^ zu können, bedarf 
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man der GrSasen il und fe, welclie «us N. 19 und N. 20 geftmddn 
weiden müssen. 

Wenn man die UngleicUieiten 

auflöst, so überzeugt man sich Luid, dass id uad hfA grössei- als 1 
sind, sobald 

t+^-a-6>0 unä i + ^ + a + d>0 

oder aucb 

(c_a6)(l + 1) ^ p und (c + a6)(-l + y)> 0. 
Da aber e > 1 ist, so fallen beide Bedingungen In die eine aosammen: 

Also nur wenn h positiv ist, sind h'k und beide grösser als 
1, im entgegengesetzten Falle aber sind sie beide kleiner als 1, da 
der numerische Werth von h kleiner als der von a ist. Aul dieselbe 
-Weise tiberzeugt man sicli auch, dass hX stets grösser als Äju ist. Um 
aus (19.) coü2A aal eine bequeme Weise berechueu zu können, suchen 
wir aus der Gleichung 

einen Winliel welcher kleiner als \n sdn wird. yemaeblSssigt 
man 9** und die höheren Potenzen von 9, so erhSlt man ans (19.), 
wenn ganz so wie in % 44 verfiihren wird, 

(2.) tga;i-y3==M2£^M±il^). 
W ^K%^ 7) i-{-2g*co84A 

Setzt man dann 

2cos2A = y, 

wo also jf grösser, als 2 ist, so ergeben sich folgende Gteichungen: 
2oosX=Vy-|-2 2sinilr=tVy^2 



(3.) 



2cos2A=:y 2sin 2;i = t y^y^^ 

2tcos3Ä=(y- 1)^^+2 28in3A=i(y-f Oi/jf^ 

2eos4A»y'-2 2sin4A=tyii^^ 

25* 
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2cos5A = (y«~e/- l) \'y^2 2sin5A = t(y' + y- Dl^y^ 



Aus (2.) erlittit man dann zur Bestimmung von y die Gleichung: 

(4.) 

Hat man aus derselben durch die 1^'ormel 

den ersten Näherungswerth y^ Ton y entnommen, und setzt ihn dann 
wieder in die rechte Seite derselben Gleichung ein, in weldier man 
Jetit die Grossen q*" und beibehält, so findet man einen genaueren 
Werth von y. In den meisten Fällen wird diese zweite Operation 
die Grosse y schon so genau liefern, als siebenstellige Logarithmen 
gestatten. Im entgegengesetzten Falle muss dieselbe Operation wieder- 
holt werden. Wenn man statt / einen Winkel / in N. 4 einflihrt, 
welcher durch die Gleichung 

(5.) tg/=/i±Ä:=i- 

gefunden forden ist, und grösser als y sein wird, wenn man ferner 
(6.) . y':=2cos2fi 

setzt, und in N. 4 y' statt y sefareibt, so dient diese Formel dann 
auch zur Berechnung von y'. Benutzt man dann die Reihen (3.), 
(4.), (5.), (6.) in % 16 filr die Entwiekelung der Thetafimetionen, 
und führt die Bezeichnungen ein: 

(8.) tg Ar(y,^)^ lV— Ugsin2a?-^*ysin4a;4-g''(y-2)sin6a?— ...). 

1 — jfycos2«+^*(y"— 2)cos4«— g''(y 3y) cos&r 4~ . . . . 
so lässt sich 9 in folgender Weise darstellen: 

(9.) ip=ut\Li:y)-\-L{^y')\ -\-N(y,x) + N{^y',x). 

Die ganze Arbeit, welche eilordcrlieh ist, um zu diesem Ausdrucke 
zu gelangen, besteht bloss darin, die imaginären Theile der Tlietafunc- 
tiunen von den i-eelleu, mit Hülfe der bekannten ExpouenlialausdrUcke 
gehörig zu sondern. 
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AViirdc man zu den Reihen im Zähler und Nenner der Ausdrücke 
unter N. 7 und N. 8 nur noch ein Glied hinzufügen, so wären mir 
Glieder vornachiasslgt, welche im ersten 9^'* und im zweiten q^'^ und 
die höheren Potenzen von q enthielten. Es würden dann diese For- 
meln filr eine numerische Rechnung noch brauchbar sem, st Ibst wenn 
der Modul ä selir nahe an 1 liegen sollte, obgleich man sich aller- 
dings in diesen extremen Fallen lieber der Reihen bedient, welche 
nach Potenzen von q' fortschreiten und aus den Formeln (3.) bis 
(6.) in §. 20 entnommen werden müssen, welche sich auch, da 
= e~^' ist, io folgender Weise darstellen lassen : 

6x = 



In diesen Formeln kann aus %, 51 die Formel 7 

IT rir 

benutzt werden. 

Man hat hierbei zu beachten, dass wenn in den Reihen, welche 
nach Potenzen von q fortschreiten, nur noch die Glieder, welche mit 
q" behaftet sind, enu n I julluss auf das Resultat ausüben, in den nach 
Pott iizen von q' geordneten Reihen nur noch die Glieder, die q'^ ent- 
halten, einen Beitrag liefern, wenn sieben genaue Ziffern verlangt 
werden. Führt man in den Itlr <jp und z gefundenen Ausdrucken (10.) 

nt 

und (3.) in f. 191 für x seinen Werth y ein, so Überzeugt mui sieb, 
dasB q> aus zwei Tbeilen 

und W(y,^) + jv(_y',|) 

koleht, TOB dnen der erste stets um die GrBsse 

(10.) n*\m+H-^)\^9 
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wächst, so ort < um |T zunimmt. Der zweite Theil ist eine periodische 
Function von welche für 

« = o,iT,|r,|r, 

verschwindet und positiv ist, während f von 0 bis wächst, dano 
io's Negative Ubergeht, währond I von bis T zunimmt und über- 
haupt dieselben Schwankungen zeigt, sobald t dieselben Intervalle 
durchläuft. Denkt man sich also einen Meridian, in welchem sich 
das Pendel zur Zeit Null, also im tiefsten Punkte seiner Bahn, befin* ' 
det, mit der sleichfännigen Geschwindigkeit 

um die Axe der % rotirend, so wird es» sich erhebend, Anfangs diesem 
Meridiane vor^n, dann seine Geschwindigkeit vermindern, zur Zeit 
^r, wo es seinen höcbsten Punkt erreicht bat, wieder in ihn eintreten 
und nun sinkend, hhiter ihm xurOddlkleiben, bis es seine Geschwin- 
digkeit wieder beschleunigt, um endlich, nach Verlauf von T Secunden, 
ihn abermals im tiefeien Punkte seiner Babn zu erreichen. 

Die bOcbsten und tiefeten Punkte der Gurve, welche das Pendel 
auf der Kugel beschreibt, liegen, wie bereijs in §. 101 bemerkt wurde, 
auf zwei kleinen, mit dem Horizonte parallelen KreiseYi, und rücken, 
im Sinne seiner Bewegung, auf diesen immer weiter fort. Die Fig. 1 



Fig. 1. Fig. 2. 




stellt die Projection der Bahn des Pendels auf den Horizont dar. Der 
Mittelpunkt der Kugel ist M, imd die beiden Kreise bedeuten die ktoinon 
Kugclkieisc, welche das Pendel bei seinen Oscillationen berührt. Das 
Pendel hat seinen Weg vom tiefsten Punkte 0 begonnen, ist bis 1 
aufgestiegen, dann bis 2 gesunken, hat sich wieder bis 3 erhoben und 
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eine vollständige Schwingung vollendet, wenn es wieder bis 4 eben so 
tief unter den Horizont getallcn ist, als sein Ausgangspunkt 0 unter 
dieser Ebene lag. Es beginnt jetzt von 4 aus eine neue Schwingung. 
Aber dieser tiefste Punkt, so wie der höchste 5, den es zunächst 
erreicht, sind beide gegen die Punkte 0 und 1 im Sinne der Be- 
wegung fortgerückt. Die Richtung dieses Fortschreitens tier höchsten 
und tiefsten Ausschlagspunkte 1, 5, 9... und 0, 4, 8... ist in der Figur 
durch Pfeilspitzen angedeutet, und hängt von der Grosse der Winkel 
Oi/1 = lJI!f2 = 2Jlf3 = ... ab, welche vorher mit (D bezeichnet wur- 
den. Diese Winkel sind nämlich stets gi-össer als In und sinken, wie 
nachher bewiesen werden soll, nur dann zu diesem Werthe herab, wenn 
das Pendel durch den tiefsten Punkt der Kugel schwingt, also über- 
haupt keine sphärischen Oscillationen mehr macht, sondern nur in 
einem grössten Kreise schwingt. Wären diese Winkel kleiner als ^n^, 
so wurden die Ausschlagspunkte 1,5,9... und 0, 4, 8 . . . offenbar 
im entgegengesetzten Sinne der Bewegung des Pendels fortschreiten, 
wie dies die Fig. 2 darstellt. Die Figuren nehmen freilich eine ver- 
wickeitere Gestalt an, wenn das Pendel zwischen zwei kleinen Kreisen 
oscilliren sollte, von denen der eine in der unteren , der andere in 
der oberen Hemisphäre läge. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist einleuchtend, dass ein 
spärisches Pendel nicht etwa in der Weise schwingen kann, dass die 
Projection seiner Bahn auf den Horizont eine einzige, einer 'Ellipse 
ähnliche Curve bildete, sondern sobald das Pendel nicht mehr absolut 
kreisförmige Schwingungen vollführt, so müssen seine höchsten Aus- 
schlagpunkte im Sinne seiner Bewegung fortrücken und die sogenannte 
Drehung der Pendelebene bei dem bekannten Foucault'schen Versuche 
muss also beschleunigt oder verzögert werden, je nach der Richtung 
einer zufiilligen seitlichen Anfangsgeschwindigkeit, welche nicht in der 
Ebene liegt, die durch die Verticale und das Pendel bestimmt wird. 

r 

%, 193. 

Cm den nicht periodischen Theil von x in der Formel des %, 191 
bequem untersuchen zu kOnnen und lun Oberhaupt die verschiedenen 
Formen njlher kennen zu lernen, welche die Tfaetafanctionen anzu- 
nehmen vermögen, uroUen wir diesen Theil 
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einer Transformation unterwerfen. Nimmt man von beiden Seiten der 
Gleichung (2.) in |* 71 die Logarithmen, differenzirt dann nach » und 
setzt « = 0, so entsteht die Formel 

(1.) rd»-^P&9 = f0(x-\-y)-{-€to^ofxfyf{x-\-^). 

Setst man hier 

x = X—^vi und y = fi-\-in-~^vif 
so wird vermöge (2.) und (3.) in %. 22 

dm^^ie*^+i^([l und Off^e'^+i*^^ 

ateo 

Die Formeln (17.), (20.), (18.) und (19.) in §. 23 liefern ferner 
die Gleichungen: 

Mit Benutzung dieser Ausdrücke verwandelt man dann (1.) in 
die Formel: 

(2.) re|A+r^^=/(i(A4-^)+5^ggg^. 

Mit Hülfe der Additionstheoreme (1.), (2.), (3.) in S. 30 icann 
man jetot f (A g (l + ft), h(X-\-ft) dmxA die Grttssen a, 6, 
c ausdrucken. Bezeichnet man 

X-\-ILi = (n-\-w)i~ si, 

so findet sich, wenn man die Formeln (lö.) und (17.) in $. 191 
benutzt, 

(3.)/(«)=— g— y— ,;^(,0=-^yj— j; A(5.J=-^ 

Man kann aher der N. 2 auch noch eine andere Gestalt gehen. Es 
ist nHmlich 

gx gxhx 

also 

Ptthrl man diesen Ausdruck in N, 2 ein und wendet die Formeln 
(3.)t sowie (16.) und (17.) in %. 191 an, so erhält man 
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Die reell to Seite dieser Gleichung lässt sich aber auch noch ein- 
facher darstellen. 

Ehe wir indessen diese VeiYMufaehung vornehmen, wollen wir zu- 
nächst das System unserer Fonnein noch weiter vervoUsUindigeii. Es 
war bereits oben bemerkt worden, <la.ss X und unter der Gestalt 

ui und wi erscheinen. Bestimmen wir nun, Ulmlich wie in N. 8 des 
§.51, durch die Gleichungen: 

(5.) -^M'=u-^^o.^y^/-^=/^j^, 

0 0 

(6.) «.«(«.*)'=«^«(oy/ =y^ 

() u 

neue Veränderliche w', |, § und w', rj, tj\ welche mit den früher 
gebrauchten ^ und t] nicht verwechselt werden dürfen, so können wir 
ziinScbst nach N. 9m §. 23 die Functionen f {u% t^), g (u' y'), h («', v') 
berechnen. Man findet z. B. 



also 



und 



(8.) 



Auf diese Weise ergiebt sieh folgendes S^em von Gleichungen: 
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Setzt man noch 
(9.) »'+w'=rj'=(«-|-»)|/^=,l/j:l, 
oder auch nach N. 5 und N. 6 

f 1' o' 

(10) /' I /iJ"^ . 

« O ü 

80 erbau man, venuöge der Additionstheoreme in f. 30 oder in S. 105 



(11.) €02^ = 0050^ = 6 l/£^=^^^^ 

Wenn übrigens diese verschiedenen Veränderlichen und die For- 
meln, welche ihren Zusammenhang angeben, für unser Problem auch 
nicht sltmmtlich benutzt werden mOasen, so haben wir sie hier doch 
übersichtlicb zusammenstellen wollen, um dem Leser ihre Biidungs- 
weisc wieder in's GedSchtniss zu rufen und um zugleich die Bedeutung 
der einzelnen Bestandtheile der Formeln kennen zu lernen. 

Mit Hülfe der zweiten Formel Hnter N. 11 nimmt jtut der Winkel 
0 nach N. 4 die folgende Gestalt an: 

(12.) ^00^0 
Nach N. 5 iD f. 21 ist aber 



also 



dt, vfds ^ d9' dt' 

Beachtet man die Belationen (9.)* welche zwischen « und ^ Statt 
finden^ so ergiebt sich 

djf__JV 
dg^iv' 
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also kann man, nach bekannten Formeln, der N. 12 auch die Ge- 
stalt geben: 

wo in dt'iii letzten Glieüe auch uoch die Formel (5.) in §. 25 ange- 
wendet werden könnte. 

Rs lässt sich jf>tzt (D auch durch clhptische Integrale ausdrucken; 
denn nach N. 6 in $.113 ist, wenn man 

F{\nyk)^F und F(in,f^)=P, 

so irie 

E(in,k)ssE und £(4ff,A0^£^ 

settt, 
also 

i*rrö(*'y)=F.E((j',Ä') -E'.F((7',Ä'). 

Nun ist 

und nach $. 121^ 

Mit Hfllfe dieser Ausdrtteke verwandelt man nun (13.) leicht in 
(14.) 0=F.Eiü',kf) - (F^E)F(&,kf)^kfFeosa' ]/p 1. 

«. 194. 

Wenn a den Wciili 1 annimmt, also das Pendel dnrch den tief- 
sten Punkt der Ku^'el s<ltvvingl, so wird nach der zweiten Formel in 
N. 11 §. 193 der Winkel a' = l7T, also auch s'=hn und l' 6(s',v')=^ o 
und daher eiiaiii^t lür diesen Fuii der Winkel W den Werth wie 
man iiub iN. 13 ersieht. 

Wenn aber der tiefste Punkt, zu dem das Pendel herabsinkt, sich 
mehr und mehr dem höchsten nähert, den es zu erreichen venuag, 
oder \\enn a bis b abnimnit, so ist der Winkel <P in stetem Wachsen 
begriffen. 

Um sich hiervon zu ühcrzewgen, braucht raaa nur die AhUiiuuti 
von 0 nach a zu hiUieii, \\;ilirend man b als coii^tant betrachtet, 
aber v' als eine Function von a, und s' als Function von v' und a 
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d0 

ansteht Wenn dann -j-^ einen negativen Werth annimmt, so ist die 

da 

Behauplunp howirsin. denn 0 wird dann waihseu, wahrend aabuiinnil. 

Die zu riicseiii / wecke dienlichen Ableitungen ergeben sich aber 
nicht unmittelbar, sondern erfordern zu ihrer Darstellmip finii'c Auf- 
merksamkeit nnd da die hierher pehörifjeii Formeln ott Ii» iiuizl wer- 
den müssen, ^fy wollrn wir sie etwas vollständiger raittheiien, als unser 
nächster Zweck crlordcrt. 

Wenn in der Gleichung 



1 A ' 



(1.) - \f^-L ^ 

die Grösse | als eine Function von d? und y betrachtet und untersucht 
werden soll, in welchem Verhältnisse die Zuwachse 4x und dv stehen 
mOssen, damit $ ung^ndert bleibt, so braucht man nur mit Hülfe der 
Formel (1.) in $. 79 durch unmittelbares Differeuziren der Gleichung 

dx 

(l.j nach V das Verbältniss ^ zu suchen. Mau erhält aber das ver- 
langte Resultat unmltteUHuv wenn man in der Bifferen^gleichung 

das ^ als constant betrachtet, also = 0 annimmt, wodurch sich 

ergiebt, wie aus der am Ende des §. 79 aufgeführten Formel sogleich 
folgt, wenn das dort gebrauchte ^ mit dem gleichbedeutenden % ver- 
tauscht wird. 

Die Formel (2.) liefert also die Ableitung von x nach v, wenn 
X als Function von y, und ^ als constant betrachtet wird. Mit HUlfe 
von (2.) lassen sich jetzt die Ableitungen der Functionen 

nach V sehr leidit angeben. 
Bs ist nXmIich 

dVOx /dl'Ox\ . dl'dxdx 



_ /dl'Ux\ 

~ \~dir) + 



dv \ dv ^ dx dv' 
wo die Klammer anii nii f. da^s die Ableitung nur riach dem unmittelbar 
in der Function ausgedrückten v und nicht auch nach x genommeD werden 
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soll. Vertauscht man in dieser eingeklammerten Grösse die Ordnung 
des Pifferenzirens, was auf der linken Seite dieser Gleichung offenbar 
nicht auch geschehen darf, so erhält man nach N. 2 in §. 79, 

dPdx d /dlOx^ 



dv dx\ dv 

= i ^iV'Ox-{-{Pdxy)-ieQxl"djc 

= \ V" dx + ^J Ox l" dx-\V Gix l" dx 
= \V"Ox-\V'dxf!hx. 
Nach (16.) in §. 77 ist aber 

l"0x = r(\o^-eo'6^o'hx\ 

also 

und daher 

dV6x 

= \ Chx{do'({o^luc' - l'dx) = — ^r^oFhx 



oder 



dV dx „ fx Qx 
dv hx 



Wenn man in dei-selben Weise die Formeln des §. 77 und §. 79 
gehörig benutzt, so gelangt man bald auch zu den Ableitungen der 
übrigen vorgelegten Functionen, welche hier Ubersichtlich aufgeführt 
werden sollen: 



(3.) 


dl'Ox 
dv 


hx 


(4-) 


dve^x 

dv 


qx P Öo 


(5.) 


dve^x 

dv 


I Q QU 1 '"^^ 

* gxhx ^ l'fx 


(6.) 


dVG^ 
dv 





Während also die Formeln des §. 79 die Ableitungen der Thela- 
functionen und ihrer Combinationen nach v lieferten, wenn x als con- 
stant betrachtet wird, so geben die letzten vier Formehi die Ableitun- 
gen dieser Functionen, wenn x auch als Function von v angesehen 
wird. Zieht man (3.), (4.) und (5.) von (0.) ab, so erhält man leicht 
die Formeln : 
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(7.) ^=iVfxl"%c 

(9.) ^ = r&t(r(ta-ir^). 

$. 495. 

Man kann zu den Fonneln des vorigen Paragraphen auefa auf 
die IWeise gelangen/ dase man die Gleidiiingen 

£ tt 

0 ' 0 , 

(2.) in VOx = F. — E. F(^) 

($. 113 N. 6) nach v differenzirt, während man ^ als coostant be- 
trachtet. 

Die Formeln, welche sich aus diesen Operationen sehr bald er- 
geben, und sämratlich oft hennt/.t werden müssen, wollen wir, mit 
anderen hierher f:eh()rigen bekannten, jetzt zusawinettstelJen: 



(3.) 


m-- 


= s^o'; F = i7s(ifi' 


(4-) 


E(f) = 


= ^ . {l'dx xl"^o) ; E=~in 


(5.) 


F-E 




(6.) 


dk 






dv 




(8.) 


dv 




(9.) 


d¥ 
dp~ 




(10.) 


dE 
dp " 




(11.) 


dF 
dp 


dE , ^o'^"o 
dp (iü 
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i 196. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man die Ableitnng von (D nach 
a 4arstellüQ. Wenn man fUr diesen Zweck die Formel (14.) in $. 193 

0 =^F.E{a\ k!) - (F- E) F(a', + /fFcosa' /Jy - 1 

benalzl, so kann 0 als ^ae Function von if und v betrachtet wer- 
den, während v als Fanetion von a erscheint, aber & nicht auch von 
y, sondern nur von a abhüngt. Es wird'danii 

da du' da dv da' 
dv da' 

Die Ableitungen — und — ergeben sich leicht, wenn man die 
Formeln 



,t 



o-fc }/\i-2ab-\-b' 
logarilliuiisch diümii/ürt. Mau iiudet bo 

rn '^'^ 2(ac4-ft ') 

^ da do\a*-b')iai-c) 

und 

(2.) — .5^. 

Auch der Werth von ergiebt sich ziemlich leicht als 

rS) <^<P__ FJ{a\k') F -E 

^ dtf ab J{a\k'y 

Am beschwerlichsten ist die Darstellung von ^* Man muss da- 
bei die Formeio benutzen: 

(5.) = - Wo*(F(a\A')-£(a',Ä')) 

(6.) ^m^^^o^Eio'^^^i^o^f^^^^ 

welche «ich bei gehöriger Berücksichligung der Formeln (11.), (i2.j, 
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(13.) des §. 77 und der hierher gohörigeu aus §. 51 und §. 195 leicht 
tr-ebeu. Wenn alle Ueductioue« ausgdlibrt worden sind, so erbält 
man endlich 

Hiernach sind also die Producte 

— und 

da' da dv da 

negative Grnssen und es ist »laher bewiesen, dass der Winkel 0 von 
{71 an zu wachsen beginnt, sobald a bis 6 bin abnimmt. 

« 

% 197. 

Wir wollen zum Sehluss noch die Länge des Bogens s berechnen, 
weldieu das Pendel bei seiner Bewegung bpschrieben hat, indem wir 
den Nullpunkt dieses ßof,'e?!s in den tiefsten Punkt verlegen, den das 
Pendel zunächst eireicht, und zwar in dem Augenblicke, von welchem 
aus die Zeit gezüljlt wird. 

Nach N. 7 in 1^9 war 

Mach (30, (5.), (10.) und (12'.) in 1. 191 ist aber 
und wenn man aus (7.) in §. 191 den Werth von dt einsetzt, so wird 

^^^^^ X 

(1.) s=2]/iEI /dx]f[Z^EI^. 

Dieses Integral lässt sich auf dem Wege, welclier in 143 ein- 
geschlagen worden ist, sogleich auf ein eUiptisches zuracktilhren. Es 
ergab sich dort, dass 



(2.) tfmV ^~^^'"^! }^i^ß^o*dx 

l-asiny» i- ß^ßf^}^* 

wenn 

(3.) , * — f£ 

,'(1 -«)(!_/») 
gesellt und der Modul * und sain CompkmeDt 1/ dureh 
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ereetst werden, ivobei offenbar et grösser als ß angenomiueii worden ist. 
Ausserdem lieferte N. 3 die Formel 

1 — osino' Ai* 

1 — /Jsinijp" hur 
Mulliplicirt man Uiose Gleichung mit der (2.), so wird 



(4.) y i-otsiny' yi:::^. 



Diese beiden Formeln (2.) und (4.) ergSnzen also einander. Bfan' 
bedient sieb der ersten, wenn der Factor von sin^* im Nenner des 
Braches unter dem Wurzelzdeben grösser ist, als im Zübler, und der 
zweiten im entgegengesetzten Falle. 

Man llUirt übrigens ein Integral von der Form 



— asin q)* 



auch sehr acbnell auf ein elUpttsches erster und dritter Gattung zurflek, 
wenn man einen Winkel tft durch die Gleichung 

tg^ = ytg9> 

beredinet und dann die Gonstante y zweckmässig bestimmt £$ ist 
dies offenbar dasselbe Mittel, welches auch in S« 143 zum Ziele führte. 

Um diese Formeln fttr die Berechnung des Bogens s benutzen zu 
können, sudien wir aus der Gleichung 

(5-) Y^fm SK sin$, 

welche nach §.51 unmittelbar die folgenden 

nach sich zieht, einen Winkel $ und erhalten dann aus (1.) 
Sah«llla«li» «inpUMbe InMgnt«. 26 



402 Vierter Abschnitt. 

Wena man diese Gleichung mit N. 4 ver^^leicht, so sieht man 
sogleich, dass * * 

a — b . _ a — b 

a = r und ß = — ; — 

c — b G + Ä 

xu setzen, also der Modul 

(8.) -.= /f3=/gj„„a».= /g^ 
anzunebmen ist, frtOirend 

V — und A' = y— ^ — 

war. Vermöge der Gleichungen ('^.) und (Ö.) niuss man jetzt eine 
neue elliptische Tiansccndente (iiilüliicii , welche vom Modul m und 
einem neuen Argumente y ahbäugt und durch die Gleichung 



k 



oder 



' c— a c-y b y{yifi) ' b-j-cy{x, v) 



mit der frUberen in Verblnduug steht Es ist hier der Buchstabe fj, 
dessen aumeriseher Werth unbestimmt bleibt, in demselben Sinne wie 
1* fllr die Formel benutzt worden, so dass fi eben so von m abhängt, 
wie V von k, Bereclmet man sieb aus dem bekannten m eine Grösse 
p auf. dieselbe Weise, wie in f. 43 ^ aus ft gefunden worden ist, so 
kann die Gleichung (9.) auch so dargestellt werden: 

siny —p' sin 3 ' sin 5 — p" sin 7y 
cos?/ -f p' y co&by -\- ' y 



1 — a' ainx - q' iy'm2x^^- q^i^inox 



i—b* cosa?-f-g*cos3a?-|-g*cos5j?+"" 
lud aus dieser Gleichung muss der Winkel y durch eins der uns be- 
kannten Nltherangsverfohren berechnet werden. Die Grösse y lüsst sieb 
also durch die Zeit I ausdrücken, da bereits x eine bekannte Functioa 
von f ist. Eine bequemere NSherungsrechnung wUrde man auszufüh- 
ren haben, wenn man sich aus der Gleichung (9.) den Werth von 
h(^,^) suchte, der freilich nicht auf so einriebe Weise durch die 
Functionen fxy gx^ kx ausgedruckt werden kann, als der in (9.) dar- 
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gestellte Quotient Konnten die Quadrate von p und q veraadililssigt 
werden, so würde man zur Bestimmung von y die einfiiche Formel 
erhalten: 



Die N. 7 verwandelt man jetzt leicht nach der Vorsclirift (4.), 
wenn die Werthe von a, ß uud m gehörig eingesetzt werden, in 



r 



IT—z n h(y,f 

(.0.) ' = -^\^,OMjt+:^,fy..)' 

In §. 13U ergab sich aber unter N. 4 die Formel 

Nimmt man nun fOr a eine imaginäre Grösse von der Form H 
ti 

an und setzt /"(a) == j^y=y so ergeben sich sehr leicht die Formeln: 

(12.) «(^)-= i^^-"- 

aus denen 



folgt. Führt man dann diese Ausdrücke in (11.) ein, so ergiebt sieh 
auf der Stelle^ dass s durch die Formel 



dargestellt werden kann, für welche die GrSsseX sich am bequemsten 
aus der letzten der Formeln (12.), also aus 

auf die in §. 192 angegebene Weise berechnen lässt. lieber die wei- 
teren Umformungen, denen der Ausdruck (13.) für s unterworfen wer- 
den kann, und Über seine Auflösung in Reihen sind die Paragraphen 
192, 193 und 140 zu vergleichen* 

26* 
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Mniler AhschnlM« 

Ueber die Drehung eines festen Körpers 

um einen festen Punkt. 

§. 19S. 

HaiiptgM«tae der Bewegang eines System« Ton Atoiiieii. 

Da wir für uiisern Zweck dei- Kenntniss einiger dieser Sätze be- 
dürfen und in Schriften, welche denselbtii Gegeubland behandeln, die 
einfachen Formeln, die sie aussprechen, sehr häufig aus einer Coiu- 
bination von sogeiiamiten Piin/ipieu, wie z. B. des d'Alembert'scheu 
und des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten, abgeleitet werden, 
von denen wir nach, unseren Erfahrungen voraussetzen müssen, dass 
sie für sehr viele unsiier Leser, welche dieser Sätze zu praktischen 
Zwecken bedürfen, niemals alle l uklarheit verlieren werden, so wollen 
wir diese Gesetze olino jede aiidci c Voraussetzung, als die des Salzes 
vom Parallclocramm Uer Kriifle, hier entwickeln. 

lo den Punkten 

Jtf,; iV,; M^; ... 
des Raumes, deren rechtwinklige Coordioaten 

«.Äi«*; 

sein aoHen, denken wir uns 

Alüme vereinigt, und bezeichnen ali^caiein dui-ch 

das Quadrat der Entfernung der Punkte Ma und Mt. Nach dieser 
Bezeiebniuig ist also 

<a,a — 0 und /a,*»lfr,a. 

Ein Atom in Jf« gebe einem Atom in üfa, wenn es eine Secunde 
lang mit unvertnderter StSrke auf dasselbe eingewirkt hat, einen Zu- 
wachs von Geschwindigkat 

SO dass also nach dem Satze von der Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung 
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sdn wird. Diese Grössen werden wir knrz als Impulse bezdehnen. 
Die m« Atome in Ma erhalten also von den mt Atomen in Jlf^ den 
Impuls 

1116 Äa,6» 

Ausser der gegenseitigen Einwirkung der Atome auf einander, 
mOgen noch KrKfte im Räume tbätig sein, welche den Atomen in den 
Punkten Jf Impulse ertheilen, deren Gomponenten naeh den Coordi- 
oatenaxen 

sein sollen. 

Die Gomponente des Zuwachses an Geschwindigkeil, wellte z. B. 
die Atome in M^ parallel der A&e dero; erhalten, ist also, wenn Jf^ 
die seit der Beobachtung der Bewegung verflossene Anzahl der Secun* 
den bezeichnet, 

-z-i- = Z, 4- h »». «1.1-1" I — + 

*** 'l»» *!»» 'ij^ 

Besteht das System, dessen Bewegung bestimmt werden soll, aus 
fi Punkten, so lassen sieb offenbar 3 n solcher Gleichungen anfktellen, 
da f&r- jeden derselben drei Statt finden, und aus der Integration dieser 
Gleichungen ist die Bewegungsweise des Systems und jedes «meinen 
Punktes zu ermitteln. 

Beceicbnet man aber die Geschwindigkeiten, welche die Punkte 
Jf annehmen, durch o, so dass 

ist und bildet man den Ausdruck 

(1.) T=iSmv^ — 2m{xX^yY't!iZ)-\~i22'm,m,,k,^,,l,^s', 
^0 die einfachen Summenzeichen Iiedeuten, dass alle unter ihnen be- 
griffenen Grösson mit den Zeigern 1, 2, 3^ ... « versehen werden sollen, 
und die doppelten, dass die Zeiger s und s' diese Werthe erhalten 
mfisscn, so lassen sich die erwähnten 3» Gleichungen offenbar auch 
in folgender Gestalt darstellen; 

dT „ dT . dT . 
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denn es ist 

dl«^ _ Xg JCft 

also z. B. 

Da die Gleichungen (2.) Statt finden, so ist auch 

dr= 0 

oder 

(3.) ^mcdt = 2m{^Xdx-\- Ydy -\'Zd:i) — ^22!m^m^,^k^^,,dl^^. 
Ist 

Xdx -j- Ydy + Zrfs = dq> 
ein vollständiges Di£ferenzia) und sind die k Dur Functionen der Ent- 
fernungen ^ so lässt sieb (3) integriren, und man erhKlt 

(4.) \ ^ mv — :^m(p — 4 :il'J^m, m^, k^^^ dt»^. 

Sind die I oonstant, ist also das System ein festes, so wiid 
dl = 0, also wenn C die Integrationsoonstante bezeidinet, 

^Snm* SS Smq> + C, 

Gehen die Functionen v und q> für einen bestimmten Zeitpunkt in 9 
und über, so ist 

also 

(5.) \Snwi''-^Smo^*^:Sm«p—Sm^^. 

Diese Formel wird der Satz von der lebendigen Kraft genannt. 

Sind die Resultanten der Süsseren Kräfte, welohe auf das System 
in den Punkten Jfi, Jf,, einwirken, 

P P P 

und bilden sie mit den Coordinatonaxen die Winkel 

«. Är. ' ««An; «3^^; — 

80 finden fllr irgend einen der Punkte if die Gleichungen Statt: 

X — Ptma-, Y=PtoBß; Z = Pimy, 
Sind femer o, 6, c die Winkel, «elehe die Taugenten der Bahn des 
Punktes M mit den Coordinatonaxen madit, so dass 

dx , dv dt 
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ist, und schliesst diese Tangente mit der Richtung der Besidtante der 
Kräfte den Winkel t ein, so ist 

dx du ds 

Cosa 2^ -h cos/J ^ + ^^di ~ ^'^^ 

also 

Xda»-)- = Pcosvds = PcoflviMll» 

ds ^ 
da ü = -j- ist. 
at 

Hiernach Itann man der Gleichung (3.) auch die Gestalt geben: 
(6.) ' Smüde = SmP9Cosgdi-'^S^mtmttk,,,^dl,^M'. 

Wenn das System ein festes ist, so verschwindet dls,si und man 
behUt nur die Gleichung 

(7.) 2fnt>dt) — 2mPcosTvdt, 

ans wplchfr man sogleich das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten ableitet, wenn keine Besehleunigung der Geschwiiidiglteit 
mehr eintritt, oder das System im Gleichgewicht ist 

199. 

Addirt man die ersten der Gleichungen unter N. 2, so ergiebt sich 
Da aber 

dlg^h __ Xg—X f, d/6,a 

dXa la,b dXb * 

SO verseil windet das letzte Glied dieser Gleiehung und man gelangt 
so, wenn man auch die beiden übrigen Gruppen addirt, zu den Formeln: 

(1.) Jhn~ = 2mX 

(2.) Smj^ = SmY 

(3.) 2m^^2mZ. 



Es ist ferner 



dT . dT , «/'^ ^ „ , , dlg.i 



und 



. d^ . ^ » ^ V . ^Vl ^'m' 
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Iis. - — 

V on d^r }i"+tj2keit diei*^r Fornjeln üf ^-n* ui't rn;iri i>ii'h am t^ten 
durch ftifkliche Au^FihninG der nj^rrttiou au «kri t-!^ vier Gliedern. 

Zieht man nun di»- \orher;:ehenden Gleicbuncm von f-inander ab. 
'•o hf:i>eu §nb ilie bfi'JfTi iet/t^ II r.!itrjtr tirt irnd n.rin erhält, wenn 
man ganz ihnü^^h mit d^n hei'J« n riudt-fh r.nij'pt-n «Irr deicbiiogea 
unter X 2 in |. löS verrahrt, die lolgeoden drei fonnein: 

(5.) - :JmC»J-*2) 

(6.) Ä(:r^-j,^?) = ^«i(xF-yJO. 

Wirkl die Resattante P in der Richtung waS den Punkt y % 
weldie dareb die linie 

Cosa eos^ cos/ 
dafgeslellt wird, in der |, 17, { die laufenden Cooidinaten bedeuten, 
80 sind die Entfernungen dieser Linie von den Axen der jr, % ent- 
sprechend 

yccsy— •cosj> _ ^ scosg— agcosy ^ agcos/?~afcosg _ 
sina fiin^ siny " 

Es ist also 

yZ—zY — iycosy — zcobß)P = pPsina 
und in ähnlicher Weise lassen sich auch die rechten Seiten der Glei- 
chungen (5. 1 und (G.) ausdrücken. An die Stelle dieser drei Gieicliun- 
gen können also auch die i'olgcnden treten: 

(7.) (y 5F **" * ^) = ^'^^«^ « 

(8.) 2i» (» ^ - x^) = SmqPsiaß 

(9.) (^a;^ - y __ j = 2;,ir i^^u y. 
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Sind die Resultanten P gleich Null oder nach dem Anfang der 
Goordinaten geriditet, so dass also die Entfernungen p, q und r 
verschwinden, so verschwinden auch die rechten Seiten der drei letz- 
ten Gleichungen -und ihre Integrale liefern die Gleichungen: 

in welcher C die Integrationsconstanten bedeuten. Diese Int^ 

gralc enthalten den Satz von der Erhaltung der Flächen. 

Wenn Gleichgewicht oder Ruhe im Systeme Statt findet, so lie- 
fern die Gleichungen (1.), (2.), (3.) und (7.), (8.), (9.) die sechs 
Bedingungsgleich unften des Gleichgewichts eines festen Körpers 
(13.) 2mX=^0; 2mY=:0; SmZ=^0 

und 

(14.) ISvipPsin« =: 0; IhfigPsin/} 0; J'mrPsin/ = 0. 
oder 

(14^.) 2im(yZ— •7)=:0; Sm(9X—mZ)^0; Sm{x7—jfÄ)=^0. 

8. 200. 

Fuhrt man statt der 3» verttndei^cfaen Grössen «| »Sj . . . 
y., durch die Gleichungen 



3n -j- 3 neue Veränderliche ein, so kann man die drei Gleichungen 
bilden: 

und Uber die drei wilMrlichen Grössen u,v,io so verfügen, dass 

wird. Es bleiben dann die und £ den Bedingungsgleichungen 
unterworfen: 

(2.) SmS^O; :^ = 0; 2^ = 0. 
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Differenzirt man die Gleichungen (1.) zweimal naeh t, so erfaSlt 
man mit Berücksichtigung der Gleichungen (1.), (2.), (3.) in §. 199 

^ df ~ 2m ' dt' ~ 2m ' dF ~ IST* 

Der Punkt, dessen Coordinaten », w sind, wird der Schwer- 
punkt des Systems genannt, und seine Bewegung ist durch die drei 
letzten Gleichungen dargestellt. 

Wenn keine äusseren Kräfte auf das System wirken, so wird 

^=.0' £^-0' £?£-o- 

also, wenn man integrirt: 

du dt> . dw 

und 

Der Schwerpunkt schreitet also dann mit gleichförmiger Geschwin- 
digkcit in gerader Linie fort. 

Nachdem wir nun die Hauptsätze der Bewegung eines Systems 
Ton Atomen entwickelt haben, gehen wir zu unserm eigentlichen Pro- 
bleme über, die Drehung eines festen Körpers um einen festen Punkt 
zu untersuchen. 

§. 201. 

Ji In der nebenstdienden Figur 
sei O der Mittelpunkt einer Kugel, 
deren Radien OK, OY, OZ als Län- 
geneinheit betrachtet und die Rich- 
tung der Achsen eines im Räume 
festen jCoordinatensystems XYZ an- 
geben sollen, in welchem die Ab- 
scissen und y in der horizontalen 
Ebene XOY liegen, und OZ die Richtung der positiven Qrdinaten « 
vorstellt. Der feste Körper sei um den Punkt O drehbar und in ihm 
ein zweites rechtwinkliges Goordinatensystem JPTZ* als fest gedacht, 
welches also bei der Rotation des Körpers seine Stetttuig im RamncF 
ändert. Die Coordinaten der einzelnen Punkte des Körpers in Bezug 
auf dieses bewegliche Goordinatensystem mügeii vaii ^ bezetehuet 
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werden. Die augenblickliche Lage des bewegliehen Systems, also auch f 
des Körpers, kann In der Weise bestimmt werden^ dass man die J.agc 
der Durchsebnittskante OK der Ebene der ^ mit der Ebene der ^rj 
dareh den Bogen XK = ^ angicbt^ und den Winkel XKX' — x misst, 
den beide Ebenen mit einander bilden. Dje Lage der bewegliehen 
Abseissenaxe 010 binudit dann nur nodi durch den Bogen ÜCK* ^ q> 
angegeben zu worden, um die Lage des KOrpers im Räume voll- 
stKndig bestimmt zu haben, wenn zugleich aneb auf die Zeichen der 
Grössen 97, ip, % gebi^rig Rttcksicht genommen wird. 

Ausser dieser Bestimm ungs weise wollen wir noch die Winket- 
abstSnde der Punkte X', > Z* von den Punkten X, Z auf der 
Kugeloberfl&che zur Fizjrung der Lage des Körpers benutzen. Wir 
bezeichnen zu diesem Zwecke: 

rx = ß, Y'Y = ß^, rz = ß^ 

und erinnern uns folgender Bedingungsgieichungen, welche zwischen 
diesen 9 Winkeln Statt finden, wenn das Zeichen cos allenthalben cr^ 
gftnzt wird. 

( a' + /?"+y' = 1 i a' + a]-\-al = i 

(1.) «! + /^? + (2.) ß' + ß] +ßl = 1 

{ ßr -hAy, + An == o i «»ct^-f A A -bn y% = o; 

(3.) h'a+y.ff.+y,«, =0 (4.)|«t« ^-A/J =0 

(a/S4-ß,/?, + a.A = o (««. =o 

«. = Ay -nß (6.) Ißi =rtO -a,y (7.)|y, =a^ß -A« 

Die Zeichen der rechten Seiten dieser drei letzten Gki( iiiiü-,*!! 
müssen umgekehrt werden, wenn die Ordnung der Winkel eine andere 
würe, d. h. wenn man, mit dem Fasse in 0 stehend, von Z aus die 
Punkte und P in umgekehrter Ordnung erblickte. Von den sieben 
aufgestellten Gruppen von Gleichungen sind bekanntlich nur die beiden 
(1.) und (3.) erforderlich, iim den Zusammenhang der 9 Winkel unter- 
einander aaszudrUcken, aber die übrigen werden im \ eilaut der iiech- 
nungen ebenfalls benutzt 
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■ 

Fassen irir den Klliper als ein System von Atomen auf» und be- 
zeiciinen die Ableitungen nach der Zeit < durcb Aocente, so gelten 
nach |. 199 folgende dynamisdie Gleichungen: 

( 2m\yz" - zy") = 2m {yZ-zY) 

(7.) I 2m{zx" — xz") = Im(zX—xZ) 

( 2m(x^'^yas") = 2m(xY—yX) 

und unser Problem würde vollstSndig gelöst sein, wenn wir diese drei 
Differentialgleichungen zu integrjren vermochten. FOr jeden der im 

Baume beweglichen Punkte s^iifi^n ^Vthf K^*^ 

pers findet aber folgendes Gleichungssystem Statt: 

in welchem die Coordinatcn fest besiiirunie, von der ^it unab~ 
hängige Werthe h» sitzen, aber die Winkel a..../, Functionen der 
Zeit sind. Durch Differenziren nach I leitet man aus diesen Gleichun- 
gen die folgenden ab: ' 

(9.) y' = <l+/»'.i7+y;? und (10.) {y''=«'/l+/j;'i?-hy;'5 

Wenn die Werthsysleme (8.) und (10.) und die entsprechenden 
tur x^y^a^ ; «^^c. in (7.j eiiigcselit werden, so erhält man 

zwischen den 9 Grössen a y, drei Differenzialglcichungen zweiter 

Ordnung. Durch die BedingungsgleichuDpen (1.) bis (7.) lassen sieb 
aber sechs <liest'r Grossen eliininiren, so dass nur noch ,drei solche 
Diiferenzialylei( limi-cn zwischen drei der VcräiKlcrlu hi n ührig bleiben. 
Die sechs Coiislaiiten^ welche ihre Integrale mit sich hnngen, werden 
durch die drei Coordinatcn irgend eines Punktes ^rj^^ den mui l)e- 
traclitcn will, und durch die drei Componenten der Geschwindigkeiten 
bestimmt, die dieser Punkt angenommen hat, denn durch diese Grössen 
würden die Lage und die Gescliwindigkeitco alier übrigen Puukte des 
Körpers cbeafalls bestimmt sein. 

Die ganze Arbeit, weldie jetzt auszuführen ist, besteht in einem 

geschickten Eluninationsverfahren, welches statt der 9 Winkel a 

drei Gittssen p, q, r emfUhrt, welche zwar aus mechanischen Betracht 
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tungeii licrvorgegaDgen sind, aber hier als analytische HüUsgrösstMi 
angesehen werden sollen. Rlan differeazirt nämlich die Gleichungen 
(3.) nach t und bezeichnet 

(2.) f^^a,y',-\-tt^y^ = -ya^^y^a\ -y,«', = 9 
(3.) A a;-hA«; = -af-a,ß',^a,P'^ = r. 

Bfldet man aus diesen Gleichungen die Differenz ßr — yq^ indem 
man Jttr r den ersten Ausdruck benutzt und ftlr q den zi^eilen, so 
e^iebl sich 

Diüerenzirt man aber die erste Gleichung aus N. 2 in §. 201, so wird 
also 

ßr^yq = t/. 

Auf Mhnliche Weise liann man auch die, Grossen /S*... /» aus- 
drttcicen und sieh folgendes System von Gleichungen verschaffen : 
(4.) c^=ßr^r9'y ß'=yp-ear; y = aq-ßp 
(5.) a[=ß,r-y^q; ß\=y^p-a,r; y\-^a^q~ß,p 
(6.) €t',=ß,r~y^q; ft = y,p-a.r; y\^a^q-ßip, 

Setzt man diese Werthe in N. 9 ein und bezeichnet 
(7.) lq-ifr = u\ &--ö>==:c; lyp- Jgssip, 

so erhält man 

isf = au -\~ ßü yw 

filii Hülfe dieser Ausdraeke und derer in N. 8 des f. 201_ bilden 
wir uns zunSchst 

y, «>)(«, ^ 4- ^? 4- y, ö 

oder ' 

(8'.) a(»??/'-Co)4-/J(^«-|ip)-f.y(^,/-;jM). 

Die Umwandlung, welche hier die zwei ersten Producte erfah- 
ren haben, geschieht mit Hülfe eines belcaunten Determinantensaties, 

1 
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oder man weist ihre Richtigkeit durch unmittelbare Ausflibrung der 
Multiplicatiou nach. Für die dritte Zeile sind die 61*81611 der Formeln 
iD (5.), iß.), (7.) des §. 201 benutzt worden. 

Nimmt man nun an, die Axea der tjy £ wUreu in dem festen 

Körper so gelegt worden, dass 

NMi-'l, oder wären s()f.'t uaiiiite Träghi'i tsaxen, dann lehrt eine ein- 
\';u:\n' \ii>riiliriin^: *\rv llci limmg sehr leicht, dass, wenn uiaii beide 
Seiten der vorhergehenil» n Gleichung mit m multiplicirl und dieser 
r.nis'^e, so wie den x, ij. z. r^, C die Zeiger 1, 2, 3.... n beifügt, 
mau den Summenausdruck erhält: 

Hr/iMrlijiel juaii IIIIII die Trägheitsmomente 

(10.) ^«Hr+r) = ß; 2m(^'+f}'')'^a 

so iTolit ans dicf^en letzten und den übrigen ähnlich gebildeten Formeln 
das Gieiehungssystem hervor: 

ISm(ifs* = a Ap'\-ß Bgi-y Cr 
2m{xy'-yx') = a,Ap + ß,Bq-\-y,Cr, 

Differenzirt man die erste dieser Gleicfaangen nach so wird 
=ai4p'+ ßB^-\- a^Ap + ß'Bq-}- yfQr, 
oder^ wenn man N. 4 benutzt, 

2m{yz"- zf) 

= a { Ap'- (ß- C)qr\ ß\Bq^-.^ C~ - A)rp\ + y [Cr'- {A - B)pq\. 
Bezeichnet man aber 

!Apf—(B—C)^=^P 
Bq'-(C-A)rp = Q 
CH — (A—B) pq = R 

und setzt 

(13.) hmifiX-xZ) = r 

so erhält man jei^L hlalt der Gleichungen {!.) in 201 die folgenden 
drei Bewegungsgleichuugcu: 
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(tt Pi^ß Q-\-r R= u 
(14.) Up+ß,Q-\-y,R=V 

aus denen sogleich mit RUeksiclit auf die Formeln (2.) und (3.) in 
S. 201 die andern drei folgen: 

(15.) )ßU-\-ß,VJ^ß,W = Q 

[yU-t-y,v+nW = R. 

Auf die Integration dieser drei DiiTerenzialgleicfaungen zweiter 
Ordnung icommt es nun an. 

$. 203. 

In den Grössen U, V, W kommen noch die Goordiuaten i^ 

^tf^ti^t **•• Di^s^ müssen durch die \\^inkel a und die 

Goordinaten §^ i^, |, 17, Zti ausgedrückt werden. Dann mUsste 

man auch wieder die p, 9, r durch aßy, o^ß^y, ele. ersetzen und 
Polarcoordinaten ^, ^, % einführen, deren Bedeutung in 201 ange- 
geben wurde, wodurch man dm Differenzialgleichungen zweiter Ord- 

dm dip dv d'w d*\p d^v , , 
nuiig zwischen 9>,^,;c; 'W'W'W ' 

durch p,q,r lassen sieb die aßy^ nicht unmittelbar ausdrücken. 

Nach der Figur in $. 201 ist, nach einfachen ^tzen der sphärischen 
Trigonometrie : 

a = co8^cosi/^-)-smqpsin^cos% ß = — 8ing)cos^+cosg)sinT//(osx 
a^ =—cofi(ps\fnfj-\-siüg)cosyjco&x ßi ^ siiiysiiu/'-|- cos^cosY^cosjU 
a, = — siny sin;if ßt=~ cosy sin^ 

y — sin^sinx 
y^ = cos^sinj^ 
y, = cosjt, 

Diffcren/ii t 111:1 n uun die ersteu beiden Gruppen dieser Gleichun» 
gen naci» i, wiid 

«' = ßq>' ^fx^y/^yx' sinqp ß^ ss—aq/ yx' ' 

«I = ßttp^-ml/ '-y^y;sing> ß\ = —a^qf—ßf -y.x'eosq^» 
^'% — ßt9' -y.X's'n^ ft = — tt.^P' -nz'cosr/). 
Setzt man diese Wertbe in die Gicichungcu (1.), (2.), (3.) in 
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§. 202 ein, so findet man mit Benutzung der Bedingungsgieichungen 
(1.) bis (7.) in % 201 

q = ^cosqf&üx-\-x!^^9 

Mit Hülfe dieser Gleit'huni,'eii lassen sich nun alle Veränderliche 
in den Dittcrenzialgleichungen (15.) des ^. 2U2 durch die Winkel qp, 
^, X und ihie Ai>leiluiitjea ^ und y", y/", ausdrücken. 

% 204. 

Aus den Gleichungen (8.) in §. 202 leitet man sogleich die fol- 
gende ah: 

In S. 198 ergab sich aber unter N. 5 die Gleichung: 

(1.) 2'm(aj'«H-^*+»'*) = 2Swy+a 

Hultiplicirt man also die Torige Gleichung mit m und nimmt 
unter Beraeksiehtignng der Gidebungen (9.) und (10.) in §. 202 von 
beiden Seiten die Summen, so erhSlt man 

wo für q) seif» Werlli^ eingesetzt worden ist. 

Kann man also rechts integrii'en, so hat man auf diese Weise 
eiu erstes Integral der vorgelegten Differenzialgleichungeu erhalten. 

%. 205. 

Wenn bloss die Seh er kraft auf den Körper einwirkt, so sind 
A s= 0, y = u iin(t Z = und man erhält aus (13.) in g. 202 

(J = g2my; Vss^^gSmx; W^ = 0, 
also nach N. 15, wenn man die Gleichungen (8.) aus |. 201 anwen- 
det, und die Formebi (5.)* (6.), (7.) benutzt, 

P s= ag2i»y — a, gSmx = gSm \(aß, - ßa^ )j] — (Aa, — ay^ )S | 

= fl'-m(y,iy-/?,C)- 
Bezeichnet man die Coordinaten des Schwerpunkts des Körpers 
in Bezug auf das teste Axensystem mit a, 6, c und setzt 

2m = M, 
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SO Wied 

und 

i P = gM{by,~cß,\ 

I EiUwickflt üian in ähnlicher Weise die Ausdrücke t'iii" Q und 

. so erhält niaii rolgendc (ilt'icliiiiiyL'u: 

( 1 .) Ap' —{B~ C)qr — yM [by^ — c/?,) = gSLipzo^x ~ ccosqp si nx) 
(2.) Bq'- (C~ Ä)rp = gM(ca^ — ay,) = — gM(mnqmiix-\'(icosx) 
(3.) (V'— (A— = gM{aß^—bat) = gM{bsin^'-iW)Bq>)mx* 

t Aus (2.) in S* 204 folgt docIi 

f. 206. 

Wirken keine KrSfte auf denKOiper ein, oder ist er in seinem 
Sehwerpunki befestigt, so dass also die Goordinaten desselben vei*- 
sehwindeD> so hat man nur die drei Gleichungen 

(1.) Äp'-{ß-C)qr = {^ 

(2.) Bq'-{C—A)rp = 0 

(3.) Cy-iA-B)pq=:Q 

zu iategriren. 

Hultiplieul man dieselben der Reihe naeb mit p,9,r, so giefot 
ihre Summe 

Apf^+ Bqif-^- Cn* =: 0. 
Multiplicirt man sie aber mit Ap, Bq, Cr, so liefert ihre Summe 

A'pp'-\-B'q^-\- Crr' = 0. 
Die Integrale dieser beiden Gleichungen sind: 
(4.) Ap'^Bq'-^Cr'^m 
(5.) aV+B*«*-hCT* = j»«, 

wo m und »* die Integrationsconstanten bedeuten. 

Wenn keine Krttfte auf den Körper einwirken, so sind • vermöge 
der Formeln (10.), (12 ) in Grössen F, W Gon- 

stante, welehe wir mit Xr, if, iV bezeichnen wollen. Die Formebi 
(11.) in 201t nehmen also die Gestalt an: 

1a Ap-^ß Bq-{ y Cr = L 
a,Ap^ß,Bq-Yy,Cr^M 
a^Ap^ß,Bq-\-y^Cr = N. 
Seliellb«eb, «UiptiMb« Inucnd«. , 27 
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Aus diesen GleichungeD ergeben sieb sogleicb, wenn nan die 
rormeln (2.) ttnd (3.) bi S* ^^1 berOcksichtigt, ' 

(7.) . ilp 3= «I-f «.Äf-f- a,iV 

(8.) Bq= ßL + ß,M^ii,N 

(9.) Cr =yL +yJI-\^y^N. 

Die Summe der Quadrate dieser drei Integrale giebt aber das 
Integral (5.j als Folge. Man liat daher bis jetat nur vier Integrale- 
(4.), ff>.), (7.), ( S.) gewornien. 

Man kann nun noch ein fünftes Integral erhalten, wenn man sich 
i. B. pq aus (1.) und (5.) berechnet und den Werth in (3.) einsetzt. * 
Man findet auf diese Weise 

(10.) di=+ ' . — . 

Durch Integration dieser Gleichung wird r als Function der Zeit 
I gefunden. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich aber auch p und q 
als Functionen von I ausdrücken Man biaudjt jetzt die Gleichun- 
gen (7.), (8.)t (9 ) nicht, sondern könnte die für p, q, r erhaltenen 
Ausdrücke in (3.) des 203 eniselzen und erhielte so drei Differen- 
zialgleichungen erster Ordiiuig zwischen den Grossen q>,ip,x 
^» V^'i JC' integriren. 

Das sechste Integml wUrde man leicht finden IcOnnen, wenn 
L und M verschwHndeu, denn man erhält aus | (7.) + 77 (8.) -|- I (9.), 
wenn man die Gleichung (8.) in $.201 berOcksiehtigt, 

(U.) Ap§ 4 Bqrj -I CrC = xL f yM + ^N, 

also, wenn L und M gleich Noll werden, 

(ir.) ' Äp^i-BqTj + Cr^=^iN. 

Sptzt man femer in §. 202 N. 8' für e, w ihre Werthe aus 
(7'.) ein, und bezeichnet di(> Entfernung des Punktes xyz oder 
vom Anfiingspunkte der Coordinaten durch setzt also 

(12.) ar-+y''+«' = r+j?»+r = «' 

und audi noch 

(13.) P^ + «>? + r^ = A 

so üDdel man sehr leicht 

Iyz'—zy' =(ap -{-ßq )»'—«/ 
iof^x^ = (ttjp JJ-^,g+.y^r)a«-y^ 
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Multiplicirt man nun diese Gleichungen der Reihe nach mit L, itf, N 
und addirt die Producte, während man die Gleichungen (7.)* (8.), (9.) 
und (14.) berücksichtigt, so eriiUt man 

(15.) L{yz'-iy')-^M{^&x'-xz')-\-N(xy'-yxf)=m^'-l(xL-\-yM-\-zN) 

=111«»— &JV, . 

also, wenn L und M verschwinden, ^ 
(16.) N(x^-^^) ^m*-bN. 

Aus dieser Gleichung und der N. 12 ergieht sich jetzt 

xdy — ydx (ms* — foiV) dt 

Da nun das Inlcgial Gleichung (10.) die Grössen p, q, r, 
als Fuinliuiien der Zeit / kennen lehrt, so sind auch vermöge (11'.) 
und (13.) die Ordinate z, so wie der Ausdnu k / bekannte Functioaea 
von I, und das Integral unserer letzten Gleichung liefert 

(1.7.) «.ctgf = ^y-^.-^-*=r, 

wenn daß Integral als Fonclion von f kurz mit T bezeichnet wird. 
Da nun ib bereits als Function von I durch (11'.) gegeben ist, so erhIQt 
man endlich auch durch die Gleichungen 

(18.) a? = y**— «'cosT und y = «»sin T 

die Abscissen x und y durch die Zf it t ausgedrückt. Auf diesen spe- 
cielien Fall, in weichem L und i)i ils Null angenommen wurden, lässt 
sich nun der allgemeinere zurückfühien. 

Zu dem Ende legen wir durch den Aniaiigspunkt der Coordinaten 
ein neues festes Cooidjimlinsystem, dessen Axen mit den Axen der 
xy& die Winkel bilden sollen, deren Cosinus sind: 

In diesem Systen)e inr)gpn die Coordinaten des Punktes xyz od» 
^ij^ durch Xfiv bezeichnet werden, so dass dann folgende Gleichungen 
Statt finden: 

ix=iaX -\-bfi ax-\-a^y-\-a^z 
y = -1-6, ju + c^y also (20.) ]i^=hx -]rh^y ^b^z 

und, wenn man diese Gleichungen nach I differenzirt, 

27* 
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ff =:a^k»-\-b^fif-{'oy also (22.) L'=Ä«^+6y+M 

Alis diesen Glpichtinj^en leMtet man ganz auf dieselbe Weise wie 
(8'.) ia 202 dargestellt wurde, die folgende ab: 

(23.) Xf^f- liV = «/) + c, (*«'- X»') + «.(ä^'- y^O- 

Wenn man aber die Summe der Quadrate der Gleichungen (6.) 
bildet and {5.), so wie die Formeln (2.) und (3.) in §. 20 1 berück- 
sichtigt, so siebt man auf der Stelle ein, dass 

ibl. da&s also 

L M N 

gesetzt werden können, oder dass diese Quotienten als die Cosinus 
der Winkel angenommen werden dflrfen, welche die Axe der v des 
neuen Goordinatensystems mit den Axen der x,y^% des alten bilden 
soll. Setzt man diese Werthe IDr I«, If » JV in (11.) ein und beachtet 
die letzte der Gleichungen (20.), so wird 
(25.) ilpH-5qi?-|-OC = »ir 

und aus (15.) erhält man, mit Rücksicht auf (23.): 
^26.) Ii Q^t*''— /^^') ™ ms^- Inv. 

Die Gleichungen (1 1'.) und (16.) gehen aber in diese letzten bei- 
den Gleichungen über, wenn man x, y, z mit l, fi, v und JV mit n 
vertauscht, daher gelten auch die Gleichungen 

u 1 /'ms'' — hiv , 

(27.) x=7ry-iw-'"=^ 

und 



(2b.) X = V'*'— cos r ; ^ = ^9*— v' sin T, 

durch weldie die Abscissen A und als Fünctionen der Zeit geAin- 
den werden. Aus ihnen lassen sich dann' wieder die a!;,^,» mit Hülfe 
der Gleichungen (19.) bestimmen. Von den Winkeln, deren GoiänuB 
o» 6, &t waren, muss einer willkttrlich angenommen werden, 

da durch die 0, nnr die Richtung der Axe der y bestimmt 
worden ist 
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9. 207. 

Wir bedOifeD in der Folg» noch eines irichtigen dynamischen 
Satzes, der gldeh bei der Entwickelang der allgemeinen Bewegung»- 
gleiehungen btttte mit aufgenommen weiden können, aber auch hier 
eine passende Stelle findet 

In §. 19S war angenommen worden, dass die RrSfle P,, 
mit den Axen der x, y, s die Winkel a,* p'i, o«, ß^, ^, ... bilden, 
wonach also die rechten Seiten der Gleichungen (4.), (5.), (6.) in 
Id9 so dargestellt werden können: 

Sm(^Z'-'%Y) = SmP{yy -ßz.) == U 
2m(%X^xZ) = 2mP(az — yx)^V 
:^m\xY-\fX) = SmPißx—ay) = 

wenn wir uns der Bezeichnunfr in §. 202 bedienen. Legt man nun 
durch den Anlaagspunkl der Cuordniatcn der 5 neue rechtwink- 
lige Axen der f, 7j, C welche mit den erstem die Winkel bilden sollen: 

iix) = a ; (rjx) = 6 ; {Kx) — c 
= o, ; {Tjy) = 6, ; {^y) = c^ 
i^z) = a, ; irjz) = 6, ; (?») = c„ 

80 hat man für die Transformation der Coordinaten, wenn die Zeichen 
cos fortgelassen werden, die folgenden Gleichungen: 

y = «if+^J?4-c,f und i7 = 6ajH-6,y + 6,» 
« — o»^+*t»? + c,C f = cx 4-c,y4-c,» 

Bilden ferner die Kräfte mit den Axen der |, 1^, J die Winkel fi, 
so ünden noch folgende Gleichungen Statt: 

» = ca + c,/9+c,y, 

und die Gleichungen (4.), (5.), (6.) in %. 199 nehmen dann für das 
neue Goordinatensyslem die Forn^ an: 
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Es lassen sich aber jetzt die Winkel abc des neuen Coordi- 

natens\:^tLiiis so bestiinuien, dass die rechteu Seiten der beiden ersten 
diüsei' Gleichungen oder die sogenannten Momente der Drebung um 
die Axen der | und verechwindeo. Dean es ist 

~ a{fy—ßi) 4- ttj ya?) -h (ßx - ay), 

also: 

:^Pi^t^—i^^^=^a2mP(yy—ßz)-^a^2mP{az—yx)-\-a^2m^\ßa:--ajf). 

Verßhrt man ganz auf dieselbe Weise mit den Aiisdracken m 

und so verschafft man sich das Formelsystem 

2ipiP(A?-»|) = Sf = bU+ b,V-{-b,W 

in welchem die Momente ui Bezug auf die Axen der |, ly, f kurz durch 
Ä, Sf T bezeichnet worden sind. 

Sollen jetzt die Axen der ^, ^ eine solche Lage erlialten, dass 
von diesen Momenten die beiden ersten verschwinden, so ergeben sich 
zur Bestimmung der Lage dieser Axen die Gleicbungen: 

bü-^-b^V+b^W^O 

Die Smnme der Quadrate derselben liefert 

(1.) r = i/' -f- r -f- w\ 

Multiplicu t man aber diese Gleichungen nach der Heihe mit a, 5, c, 
dann mit a,, 6,, c,, und zuletzt mit a„ 6,, c„ und büdel jedesmal die 
Summen der drei Producte, so erbttlt man 

Ü V w 

(2-) 

Durch diese Gleicbungen ist also die Richtung der Aie der ( 

bestimmt, welche eine solche Lage im Räume erhalten hat, dass die 
Momente in Bezug auf die Axen der ^ und ij verschwinden und das 
Moment T für die Axe der ^ möglichst gross geworden ist. Die Lage 
der Axen der ^ und jy, welche auf der der ^ senkrecht stehen, ist 
dabei willkürlich geblieben. Dieser wichtige Satz wird gewöhnlich in 
den Lehrbüchern der Mechanik mit HUlfe der Theorie der Krüfiq[»aare 
bewiesen, und ist hier, ohne Voiiiussetsiing dieser Theorie, aus ein- 
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foehen Operationen gefolgert worden, welche der Analytiker sehr bSufig 
anwenden mnss, und die ihm daher geläufig sind. Wenn man ttbri- 
gens auch die praktische Wichtigkeit der Theorie der Kräftepaare nieht 
in Abrede stellen kann, so wird doch keinem erfahrenen Lehrer ent- 
gangen sein, wie bSu6g von den Studirenden die ganze Theorie misa- 
▼erstanden wird, und dass auch in der That dabei Vorstellungen benutzt 
werden, welehe der Klarheit entschieden entbehren, mit der mecha- 
nisehe Processe aufgefasst werden können. 

Wenn der hier bewiesene Satz bcnutst worden wäre, so hfitte . 
tnan offenbar das sechste der zur Lösung unseres Problems erfordav- 
beben Integrale unmittelbar erhalten ktfnnen. 

f. 208. 

Nachdem wir nun nachgewiesen haben, wie durch eine Reihe 
analytischer Operationen die Lösung des Problems der Drehung eines 
festen Körpers, auf welchen keine Süsseren KrXfte wirken, um einen 
festen Punkte auf Quadraturen zurückgeführt werden kann, ohne dabei 
geometrische oder mechanische Vorstellungen benutzen zu müssen, 
wobei offenbar der analytische Prozess reiner hervortritt, so wollen 
wir jetzt die Hülfe der Thetafbnctionen in Anspruch nehmen, um die 
Resultate verstlindlicher zu deuten, und das Ganze in eine fUr die Be- 
rechnung bequemere Form bringen zu kOnnen. Wir würden aber die 
Grenzen dieses Buches weit Oberschreiten müssen, wenn wir das ganze 
Problem der Drehung fester Körper hier voilstiindig abhandebi wollten. 
Wer sich klare geometrische Yorstellongen über die Drehung eines 
festen Körpers verschaffen will, muss durditus die Abhandlung: Theorie 
nouvelle de la rotation des corps von Poinsot im 16. Bande 1851 des 
Liouville*schen Journals studiren. Die Tbetafiroetionen hat zuerst ein 
Mathematiker, Adolph Rueb aus Rotterdam, zur LOsung unserer Auf- 
gabe benutzt, in einer ausführlichen Abhandlung, welche 1834 in 
Utrecht erschienen ist und zum Schlüsse auch eine Geschichte des Pro- 
blems cnthnit. Später vervollständigte und vollendete Jacobi die Auf- 
lösung, welche Bueb begonnen hatte, in einer Abhandlung „Sur la 
rotation dun corps", die 1850 im 39. Bande des Grelle'seben Jour- 
nals erschien. Unser nächster Zweck ist nun, zu zeigen, wie man 
leicht und schnell zu den Hauptresnitaten einer der letzten grossen 
Arbeiten des berühmten Verfassers gelangen kann, ohne indessen dabei 
auf alle Details der Lösung eingeben wo)len, 
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«. 209. 

In %, 206 ergaben sieb zur Bestimmang der Glessen p, q, r die 
drei Differenzialgleichiingen 

^~(B~C)qr ~ ~ {A^- C)rp ~ (A- B)pq ' 
Zwei iDtegrale dieser Gleichungen erhielteii dort in der Form: 
(2.) Ap' 4- Bq' -f- O' = m 

(a.) äy h- BV 4- Cr* = 

Es kann aber, wie so eben gezeigt wurde, ein neues, im Kaume 
festes Gobrdinatensystem so durch den Anfangspunkt der alten Goordi- 
naten gelegt werden, dass von den dort mit L, JK, N bezdehneten Mo- 
menten der Drehung die beiden ersten ▼ersebwinden. In diesem Falle 
Uefem aber die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) sogleich 

also 

AY -h B V -h Cr* = «• = iV* 

und daher wird, vermöge (1.) in §. 203, 

/A\ Ap . , Bq .Cr 

(4.) -5=— sm9«in3f; ^si— oos^mx; — = €08«, 

71 n Ti • 

Aus den Gk'ichungrn (2.) und (3.) kann man p* und r' durch 
ausdrücken und ei-iiält 

C{A ^C)r'^Am-n*-B(A-B)q* 

A (A- C)p* ^n*^mC-B{B-qq\ 

Es muss also kleiner stin, als der kleinste der Brache 

Am — n* n^ — mC 

BjÄ^) BiB-Cf 
wenn r' und positive Grössen werden soiJeu. Unter der Annahme, dass 

ii > > C wenn mB > 

oder auch 

A<B<C wenn mB<n* 

welche beiden Fälle nur voraussetzen, dass ß das mittlere Trägheits- 
moment ist, wird 

Am — n* n' — mC , 
B(A--B) ^ B(B-C) ^ ^ • 
Erreicht g den Grenzwerlh 
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n^ — mC 

mfi-cy 

SO Terscbwindet p, aber r kann niemals deo Werth Noll erreichen. 

Die GoDatanten m und » werden auf folgende Weise besthnmt: 
Bezeichnen a;, y, s Goordinaten des Coordinatensyslems, auf welches 
der Körper ursprünglich bezogen wurde, und setzen whr in den 

Gleichungen (11.) des §. 202 

^4:-4P=*^ ^(4:-4:>^' ^4?-4:)='. 

so wird aus der vSufruue der Quadrate dieser Gleichungen 
D'+£'-|-r = iiV4-ÄV+ Cr" = II» 

gefunden. 

Da aber die Goordinaten jedes einzelnen Atoms des festen 
Atomensystems, aus welchen der Körper besteht, so wie die Geschwin- 
digkeiten, welche jedes erhalten hat, Rlr einen bestimmten Zeitpunkt, 
z. B. fiir i = 0, bekannt sein mttssen, so sind damit die Werthe von 
i>, £, F, also auch von n, gegeben. Wie diese WerOte ermittelt wer- 
den, wenn der Körper eine bekannte geometrische Gestalt besitzt, und 
durch einen Stoss in Bewegung gesetzt worden ist, mass in den Lebr- 
btlchern ttber Mechanik nachgesehen werden. Ihn die Gonstante m 
zu bestimmen, entnehmen wir aus die Gleicbungen (1.) und 

(2.), welche jetzt, da keine äusseren Krflfle auf den Körper euiwirken, in 

und 

Übergehen. Da nun die Anfiingsgescfawindigkeiten Jedes einzelnen 
Punktes des Körpers bekannt sind, so ist C, oder die sogenannte 
lebendige Kraft, gegeben und damit auch die Gonstante m bekannt, 
wddie .wohl kaum mit der unter dem Sommenzeicfaen stehenden Grösse 
m verwechselt werden kann. 

|. 210. 

In §. 34 gelangten wir zu der wichtigen Formel: 

in welcher x und X* beliebige Argumente sind und v und durch 
die Kelatioii 
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mit eioaDder zonmiiieiililngea. Wir drdcklen dom diese Fonnelv 
wetcbe uns lieieits bei der BerecbDUDg der Oberiliche eines EHqisoids 
diente» kurz in folgender Weise nns: 

(1.) yT+fl^/+rv=-i- 

Vergleieht man sie mit der Gleiebong (3.X so siebt man ho^k ich, daas 
Gleicbong befriedigt wird, wenn man 

^ = -9(A'./)»{a.») = -g 

jBq _ . ... V hXi 

n 



(2-) 



acut 



nkrl iMn diese Werihe in die Gleidiuag (2.) du, m moas 

sein, wenn der KSrze wegen m : n* durch ß ersetzt worden ist. Drückt 
man hier die Functionen gx und hx durch fx aus, so erhSlt man 

Da diese Gleichung fUr jeden Werth von x hefricdigt werden 
muäs, so ergeben sich foigeode zwei Bedin^uogsgieidiuogea: 



(4.) 
und 

(5.) 



"4 — Ä-^-g — ^ 



2ur Bestimmung der Eunctionen f\ ^, ^. 

Entwidcelt man f sowohl aus der ersten, als aus der zweiten 
und setzt dann beide Werthe einander gleich, so eriiUt man sehr 
leicht die Formeln: 



^ - \ A~C liB-V \ A^C fiB~X' 

aus denen man durch die beltannten, in g. 21 entwickelten Relationea 

9M = zA-\ und Ä(o,v') = ^Ö2Zi 



! 



I 



t 



^1. ■ 
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sogleich aaeh nodi die Formeln 

findet. Diese Formeln liefern also den Modul der eingeftthrten ellip- 
tischen Functionen 

Werden nun die (ttr go und ho geftandenea Ausdrücke in (4.) 
eingesetzt, so erhält man auch die Wert&e der Functionen ff V 
und /ült, gU, hM in folgender Gestalt; 





- l ) (^iB 


-1). 










-B) (B- 










{Ä- 


-B) [Ä- 





Für die «aitenn BechDungen kSnnea aoeh UtwcBen die Formeln 



(10.) 









il'hili,v) 




l'g{ki,vy 














sich leicht 


aus deu 



(9.) in §.21 bilden lassen. 

Das Product der ersten beiden Gleichungen unter N. 2 liefert 
nach beliannten Formeln 



AB ... . ^hf dhx 



Das Differenzial der dritten giebt 
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Dividirt man diese Gleidiung durch die ▼ortiergehende wA 
nutzt «US N. 1' 



Cdt 



{A-B)pq' 
so gelangt man, wenn die GieichuDg 

g{vy)h{vy) __ v[vy^ JAB 
^ f{iw) ^oyy - f c A- 

angewandt wird, zu der Formel 

" ao't ABC ^ 



1 



B 



ABC 
90' 



oder ancb, wenn man <{o* durch (Jo* |^ ersetzt, 



(12.) dx 
deren Integral 

(13.) 9 



fio*r 



ABC 



dt. 



«o'r ABC ^ ^' 



das Angument x als Function der Zeit I l[entten lehrt, wahrend man 
angenonunen hat, dass « Ittr f s verschwindet 

Uebrigens kauu die Gleichung (12.) auch durch eine der folgende 

t 



(14.) 



II tgh BC 



ersetzt werden, wovon man sich bald Überzeugen wird, wenn m 
die Formel (9.) benutzt. 

Eliminirt man ans den ersten der beiden^ Gleichungen (3.) i 
%, 203, so erhttlt man 

also wenn man diese Gleicbung mit sinx multiplicirt und die Formel 
(4.) in S. 209 benutzt: 
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n n "~ \ n* y dt 
Mit Rücksicht auf (2.) in §. 209 uad $. 210 fuhrt mao diese 
Gleichung leicht io die folgende Uber: 

aas welcher man dann, wenn man (11.) benutzt, 

andet 

In §. 130 ist aber die erste der dort aufgeführten sechzehn Fonneln 
^o'gaha /' dx _ , ^, d{a-x) 
fa J ga'^faVix' " ^^^*^d(a-^ x) 
Ei-sctzt man hier a durch Ii, so verwandelt sich dieses Integral, 
vermöge d* r Formeln (7,), (8.), (9.) in §. 21: 

in 

Integrirt man also (15.), so erhiiit mau, wenn die lutegra- 
tionscoustante bezeichael, 

oder wenn man die erste der Gleichungen (14.) anwendet: 

(lö.) f = fp^i^-g^ (r)'+^*^6(s+4' 

Aus den Fonneln (2.) und N. 4 in f. 209 ergeben sieb die 
Winkel % uud <p dureh die Gleichungen: 



(17.) tosx = Ycf^^^^M=^H{x,y)=f{KW)h(x,*) 
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211. 

Durch die Bntwickelungeii in den beiden letzten Paragraphen 
sind wir, bereits io den Stand gesetzt, die Winkel 9, %, xp, also die 
Laij'c des rotirendeo Körpers, für jeden Zeitpunkt bestiiuiueii m kön- 
nen, und die Rechnungen, welche ku diesem Zwecke ausgeführt wer- 
den müssen, sind folgende: 

Nachdem maD die Trägheitsmomente A, B, C des Körpers, 
so wie die lebendige Kraft m und das Drchungsmoinent n in 
der unveränderlichen Ebene (plan invariable) berechnet hat, sucht 
man aus der ersten der Formeln (8.) in §. 210 den Modul k der 
elliptischen Integrale und die Grösse q in den Thetafunctionen, welche 
Vt rlnilst, nicht unpassend, als den Nomos dieser Functionen hezeich- 
nel. Da dieser Nom bekannt ist, so erhält man auch durch die For- 
meln des §. 43 den complementären ^ und damit aus der zweiten 
der Formeln (9.) das Argument X', welches wieder dazu dienen kaiir», 
das Argument /. nach den Vorschriften des §.51 zu berechnen. Die 
Gleichuiijz (12.) liefert dann das Argument x aus der Zeit t und die 
Grössen p, q, r werden aus (2.) ebenfalls als bekannte Functionen 
der Zeit dargestellt. Die Formeln (17.) und (18.) geben dann un- 
mittelbar X '"^'^ 9 Functionen der. Zeit t. Wie endlich aus der 
Formel (10.) der Winkel ip zu berechnen ist, kann unmittelbar aus 
den Vonschrifteu entnommen werden, welche wir in §. 192 für die 

0(1 — x) 

Bereebnung der GrOasen VC^X und ^• 0ß_^J^ gegeben haben. Der 

W inkt 1 welcher den Duichschnitt OK der unveränderlichen Ebene 
(_plan iiivauabkj d^ i xji mit der Ebene der ^rj bestimmt, in welcher 
die Axcn der TräghiiLsinuuiente A und B liegen, kaiui offenbar mit 
wachsender Zeit jede Grösse erreichen. Der Cosinus des Winkels 
den beide Ebenen mit einander bilden, schwankt nur zwischen den 
Grössen 




periodisch hin und her, denn die Ftraction hx nimmt nur Werttie TOn 

«n, und die voiigen Grössen ergeben sich durch diese aus N. 17, 
wenn man die zweite der Formeln (8.) in |. 210 benutzt. 
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Der Winkel 97 kann, ebenso wie jeden Werth annehmen und 
ist eben so wie x perktdisoh« Fnnclion der Zeit. Da h (x) 

ÜX 

und ^ ihren Werth nicht ändern, so oft x uiu n zu- oder ahninunl^ 
so ist^nabh N. 13 in S* 210 die Periode dieser Schwanliangen offenbar 



ABC 



% 212. 

Wenn nun auch bereits ein wichtiger Sdiritt zur Lösung unseres 
Problems gcthan ist, so sind wir doch noch weit davon entfernt, eine 
klare Einsicht in das Wesen einer solchen drehenden Bewegung eines 
festen Körpers zu besitzen. Diese Einsicht kann auch nur dadurch 
gewonnen werden, dass man die einzelnen Fälle genau discutirt, welche 
eintreten können, wenn die numerischen Werthe der Trägheitsmomente 
5, C und der Constanten m und n sich in bestimmten Grenzen 
bewegen, und das Moment m mit hestiuimten Zeichen behaftet ist. 
Diese Untersuchungen, welche von Ruch begonnen und von Jacobi 
vollständig zu Ende geführt worden sind, und jetzt mehr einem Lchr- 
buchc der Mechanik anheimfallen, als dieser Schrift, müssen a. a. 0. 
nachgelesen werden. Ucbcr die Bedeutung der Grössen p, r wollen 
wir indessen hier das WVsrTitlichste in Erinnerung bringen. Sucht 
man nämlich im rotircnden iUirper einen Punkt xyz^ welcher nach 
Verlauf der Zeit < in Ruhe ist, so müssen dessen Gomponenten der 
dcß ctij 

Geschwindigkeit Augenblick verschwinden. Setzt 

man also in den Formeln (9.) des §.201 a/=:y' = «' = 0, so er- 
hült man die Gleichungen 

(1.) Vf+/^.»?+y;?^o 

Aus den Formeln (4.), (5.), (6.) des §. 202 verschafft man sich 
aber leicht das folgende Gleichungssystcm : 
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und die Vergleichung desselben mit dem vorigen führt sogleich za j^r 
der Formel 

(3.) i=2.=i. 

Alle Punkte des Körpers also, deren Coordinaten ^rjt dieser, 
Gleichung genügen, oder auf der geraden Linie liegen, welche durch; 
diese Gleichung dargestellt wird, in der die laufenden Coordina- 
ten bedeuten, sind zur Zeit / Tür einen Augenblick in Ruhe. Diese 
gerade Linie heisst desswcgen die augenblickliche Drehungsaxe 
deä Körpers, und wenn man 
(4.) p'-\rq'-\-r' = ü,' 

bezeichnet, so sind die Cosinus der Winkel A, /u, v, welche sie mit 
den in dem Körper festen Axeu der ^, jy, ^ bildet, , "J* 

(5.) X = ^; ^ = ^; v = —, ^, 

V / (0 (0(0 . V. 

■ 'l 

wenn, wie immer in der analytischen Geometrie, wo keine Verwechs- ^ 
lung entstehen kann, die Zeichen cos weggelassen werden. " 'Jt 

Die Gleichung einer Ebene durch die augenblickliche Drehungsaxe 
und einen beliebigen andern Punkt ^^ 1J^ im Körper, der nicht in 
dieser Linie liegt, ist 

^(^& - n?, ) + ^ (r^, - PC, ) + ^{prj, -ql) = 0 

oder 

(6.) ^-\-rjv + ^w = 0 

wenn man die Bezeichnung aus N. 7 in §. 202 benutzt, und ^ f 
mit rji vertauscht. 

Aus N. 8 desselben Paragraphen erhält man aber sogleich 

u = ax' 4" «1 + «»2»' 

Es sind also m, o, «? die Projectionen der Componenten od', y, 
der Geschwindigkeit, welche der Punkt im Räume hat, auf die Axen, 
der Tj, C im Körper. Diese Geschwindigkeit s also selbst bildet mit, 
beiden Axen Winkel, deren Cosinus 

u V to 
T'T'T 

sind, denn aus (7.) ergiebt sich auch sogleich 



.t 
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4,« ^ + lo« ~ a.r« _|- y»« 4. - 

Die erwähnten drei Uuotienlen sind aber auch zugleicli die Co- 
sinus der Winkel, welche die Normale der Kbeue (6.) mit den Axen 
der ^, r], ^ maciit, daher steht die Fiiditung der Geschwindigkeit s 
senkrecht auf der Ebene (ö.). Bezeichnet man aber mit q die Ent- 
•fcrming des Punktes |, J7, C, von der DrehuQgsaxe (3.), so ist, nach 
iuer Formel der analytischen Geometrie, 

oder, mnn man (5.) benutzt, 

I = (9?. -").)■+ (rj. - pS. )' + (p,, -«;,)•=••+»'+«.'= 

Daher wird 

»V 

4^. (8.) 8 = Qü) 

f^' gefunden, und es stellt also o) die Geschwindigkeit dar, mit welcher 
j^'; sich ein Punkt, in der Entfernung ^ = 1 von der augenblieUieben 

Drebungsaxe, um diese Axe zu drehen sucht, oder es ist w die 
^augenblickliche Winkel^'eschwindigkeit der Drehung und p, 
qj r können nach (4.) als die Projectionen derselben auf die Axen 
irgend eines der durch O gelegten rechtwinkligen Goordinateosysteme 
^betrachtet werden. 

HI^ Nennt man l', ti\ v', die Winkel, welche die augenblickUche 
Drehungsaxe mit den festen Axen der a^ y, « bildet, so ist 2. B. 

Führt man hier die Werthe fllr I, fi, aus N. 5 ein, und be- 
rechnet auch die Werthe flir ft' und v% so erhSIt man folgendes 

Gleichungssystem: 

itaV = ap -\-ßq -f y 
a»y' =agP-|-Ag+y,r. 

Die rechten Seiten dieser ddehungen stelleu also die Projectio- 
n^n der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit auf die festen Axen 
der X, y, z dar, oder wie man sich auch' wohl kurz ausdrttckt, die 
Geschwindigkeiten der Drehung um diese festen Axen. WXren die 
GrOssra p, 9, r Goastante, dann würde die augenbliddiebe Drehungs- 
axe vermöge (3.) eine feste Lage im KOrper behalten, aber auch zu- 
gleich im Räume eine feste Stellung einnehmen, da die Ableitungen 
der Gleichungen (9.) nach der Zeit I genommen, sieh auf die Gldchuii- 

Scbellltteh, «Uiptisclie bitegr«!«. 2^ 
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gen (2.) reducaren, also verschwindea mtissen, wortus die 

gigkeit der Dnhungsgeschwindigkeit um die festen Äxen von der Sj| . 
I und die Festigkeit der Drebungsaxe im Räume erhellt. ' ;. 

■ /" 

f. 213. « 

Es ist Jaeobi gelungen, aueh die Cosinus der neun Winkel, veMff . 
die bewegiicben Axen mit' den drei festen Axen bilden, von dsm 
eine auf der unverinderlicben Eb&ke senkrecht steht, durch # 
Thetaf^mctionen als periodische Functionen der Zeil darzustellen. Zv 
diesem wichtigen Resultate führen uns am schnellsten die bereits Hl ' 
g. 29 unter (5'.), (1'.), (8'.) und in §. 68 unter (10.), (7.), (11.) jart- 
wickelten Gleichungen: 

(1,) I 20xetx Oy Qy = Öo €to\0(x -f - y) + ^(a: -f y) 0{x-y)\ 

j ^o^»^Ö(a?+y) = «o^^^(»H-y)H- ^o<ia?fl^^(a?+j) 

(2.) <?oQx%e?(x + y)=^o^a;%(?(a; + y)-Öo^^fe^(a; + y) 

I (io^xey6{x-\-y) ^o(lx%(?(a;-hj/) + <^o^»%^(f +y). 

Ersetzt man in diesen Gleichungen y durch Ii und zerlegt die 
Functionen d{x-^ Xi)y6i{X'{-U),(i(x-\-k%) in ihren reellen und iaU' 
ginären Theil, so dass 

(3.) Ö(«+A»)=a-hi6; ^{a>-^M)=^a,^ib,; ^{X'^U):^a^'^A 
gesetzt werden könnte; also z. B. 

a = i\d{x + Xi)-\-d{x—Xi)] und h ^ii{0{x-{-Jii)~d{x-Xi)] 

sein müsstc, so /.erlallen diese sechs Formeln in neuu andere. Eine 
solche Zerlegung, welche hier aber nicht wirklich vorgenommen fS 
werdeti braucht, hai übrigens mit Hülfe der ForuQeln (3.) bis (Ü.) iö 
§. lü keine Schwierigkeit, wenn man die bekannten Exponentialftuio- 
tionen für sin Ii und cos Xi benutzt. Setzt mau ausserdem noch, äfau- 
hch wie auch in §. 192 verfalircn wurde, 

2 cos 2 ;ii = c^^ + e-^ =a y, 

so erhält man z. B. 

Jtt) = i—gtf cos2<p-ffl*(y'— 2)cos4«— ^'(y'— 3y)co»6«4-^.f 

+ i^y^^(qänVai!—q*ysin4x + q'(y'— l)sin6« ) ^ 

und ähnliche Ausdrücke, welche lür die numerische Berechnung dk 
bequemsten öind, ergeben äicli auch für die übrigen i? unctiuiien. 
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Die FonnelD, welche wir durch die aogegebene Zerlegung (3«) 
erhalten, sind nun aus N. 1 die folgenden: 

dx ^ Ii — (i,o ({o { aa^ -f- ftft, ) 
Ox fix Oki ^Xi = 6o Qo (aa^ +66,) 
ex^s^^U = i0o^{b^a^ —11,6,). 

Aus N. 2 erhält man, wenn die reellen und imaginären Thdle 
gehörig verglichen werden, 

a^o Ox^Xi ~ CT, (ikt -f a, Oo QxßXi 

b^o dx QAt -■= e^o e,x G^Xi + h, Oo G(x OXi 

b^^V^^b^io&x(iU■]-a^i^oßfB^ 
a^o^dU s= b^itioftx^Xi + a^do Ox^Xi 
b(io^xdXi= -a,i6io6ixeiXi-\-b^doOx^Xt, 

Setzt man aher in diesen neun Formeln 

aHo s= Ox ((XiA ; o, = ßx^tXiA^ ; a,öo = OxitUA, ; 
6^0 = Ox ^XiB ; b.Sio Ox qXiB^ ; b^Oo = Ox ({XtB^ , 

und dividirt alle durch ^jr'^iU% so erhttlt mau, wenn noch 
angeooRUDen werden« 

A ^C^A,^C,Ä^; B^C^B,^C,B^ 
AC^=A^-\- CB^; B(\ = Ä, — CA^ 

AC^ = — BC^ = ^,C+ B,. 

Diese Formeln haben min schon mit denen unter (5.), (6,), (7.) 
in §. 201 aufgerührten« durch welche der Zusammenhang dier neun 
Cosinus der Winkel ausgedrückt wird, welche die Axen zweier recht- 
winkligen Coordinatensysteme mit einander bilden^ grosse Aehnlicfakeit 
und sie gehen in diese Formeln wirklich Uber, wenn wir 

A, Ä, C; J| , B, , C| ; A^fB^, C, 

durch 
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ersetzen. 

Wenn also ein sphSrisches Dreieck XYZ mit drei rechten Wia- 
kein auf der OberflXehe einer Kiig^l in einr andere Lage Ä^TZ' 
hraebt wird, so dass die Bogen 7^ 

X'X = a, X'Y = a„ X'Z = «, 

rx=ß, Y'Y^ß^, rz = A 

Z'X= Yr ZZ = y». 2'Z = 
sind, so drücken die Formeln 

2^5Xi ' ''•~'^''* käT^aS 

^ ^ f«ip ' %e^i ^ 



oa; _ A^t„ (Ii 



-Ad» 



die Cosinus dieser neun Bogen durch die beiden Argumente x und k 
und den Nomos q der Thetafunctionen aus. ^ 

^ 214. 

Bezeichnen wir 

und 




(2-) 



, ..0 [Xi- - x\ 



HO wild .irr Winkel nach N. 16 in %, 210 durch die Gleichung , 
ausgedrüclit: • - 

(3.) ^ = _ 

Aus (2.) folgt aber 



also 

(*■) 
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nach den Formeln des vorigen Paragraphen. Die so eben für die 
neun Cosinus gefundenen Formeln geben nun, wenn man unter x, X 
und V die vorher fiir <liese Grössen gefundenen Werlhc versteht, un- 
mittelbar die Winkel x ""d a, wie man dureh Vcrgleichung der- 
selben mit (4.) und N. 2 in §.210 sogleich ersieht. Den Bogen t//, 
welchen die Knotenlinie OK auf der unveränderlichen Ebene durch- 
läuft, findet man dann durch die Gleichung (3.) auf die Weise, dass 
man eine zweite Linie mit der gieichtürmigeti Winkelgeschwindigkeit 0 
auf dieser Ebene sich um 0 drehen lässt, deren Sinn durch das Zeichen 
von Q bestimmt ist, während die Linie OK seihst um diese Linie 
periodisch hin und her schwankt, in einer Weile, welche von der 
Grösse von a abhängt. 

S. 215. 

Es lassen sich jetzt auch die Geschwindigkeiten der Drehungen 
um die festen Axen der x, z durch Thclafuncliünen ausdrücken. 
In %. 212 ergaben sich unter N. 0 für diese Grössen die Gleichungen 

Nach f. 209 ist aber 

also wnd die Geschwindigkeit der Drehung um die Axe der « 

n n 
Um einen Ausdruck für die beiden anderen Gescbwiadigkelten zu 
erbalten, multiplieireii wir die erste der Gleicbungea (1.) mit t und 
addiren sie zu der zweiten, dann wird 

w(^t'-h^'i) = (a,+at)p + OJ,-h/Si)^-i-m + . 
£s ist aber nach §. 213 

und 
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ffkhn man diese Werthe in die vorletzte Gleichung ein, so Jft 
hXIt mn 



Vertauscht man in der zweiten Formel N. 2 $. 213 x mit Xi und ' 

y mit X, so geht sie über in 

Dividirt man diese Gleichung durch C und addirt den QuotienteQ/r ^p* 
zum vorigen, so vird • -'jSp* " 



V 



Benutzt man hier die erste und zweite Formel aus N. 14 in %. 210: 
1 1 Wo^gXih Ki dx 1 1 _i^o^gX%dx 

so findet man 

«(/i'+A'i) = ^ [Oo eiXiGifl>e^{x 4- Xi) - ^0 dXiGix^ix + u) j. 

Aus N. 18 in f. 68 entnimmt man aber leicht die Formel 
eoUi^^iai + Ai) - dXiG^^{x 4- Xi) = ^o6iXi0x(i(x-{-Xi). 
Daher wd endlich, wenn man N. 1 in f. 31 

. anwendet^ . . 

(»•). 

Vertauscht man hier • mit —i, so erhält man 

Also sind die gesuchten drei Geschwindigkeiten der Drehung um 
die Axen der de, y, s 




5? 
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(5.) w/sr^. 

f. 216. 

Die Ausdrücke dieser Geschwindigkeiten und der neun Cosinus, 
welche ing. 213 gelunden wurden, lassen sich mit Hülfe der Formeln 
des §. 72 fast unmittelbar in Reihen auflösen. Wir wollen von die- 
sen Reiben, welche Jaeobi in der angeführten Abhandlung fast sämmt- 
lieh entwickeil, nur einige beispielsweise hier angeben, weil die übri- 
gen sich sehr leicht nach ihnen bilden lassen, 

Vertausqjht man in N. 3 §. 72 das x mit Xi und y mit x, so er- 
hiilt mau 

also, wenn man x mit — x vertauscht und die halbe buuinie beider 
Gleichungen nimmt, so wird 

Es ist aber 

also findet man fUr die Drehungsgeschwindigkeit um die Axe der jf 

(1.) «^ = fe.3ji_^!^^, - 

dx 

WO tUr -n Werth aus N. 12 in S. 210 eiuzusetzen ist. 

Zieht man in dieser Reihe awei entsprechende Glieder zusammen 
und setzt 

2X 

— = o, also e^i _ _ 

so ergiebt sieh sehr leicht, wenn man das Glied absondert, welches 
dem Werthe « ss 0 entspricht, 

a 

Nimmt njan aber statt der halben Summe der vorher gebildeten 
Gleichungen ihre halbe Differenz, so erhält man für die DrebUttgs- 
Geschwindigkeit uin die Axe der x die Ueihe 



Digitized by Google 



440 



f üuüar Abachuitt. 



(3.) «i.^2«^^^^5j— 



oder 

(4.) »4' = 2(, . - ,«) i (iV,^^-. 'xi+?'-°) - 

Die Reihen ITir die Cosinus a^, y, sind die bekannten, in 
§. 73 bis $. 75 aufgestellten. Die Reiben für die Cosinus der übrigen 
sechs noch fehlenden Winkel erbält man aus den Formeln (1.), (2.)» 
(4.) in §. 12j wenn man wieder y mit jc und x mit H vertauscht. 
Die N. 1 gebt z. B. auf diese Welse Uber in 

^""^^^ "-^-opSina+Ci-i)»)!' 

Setzt man hier —x statt x und bildet die halbe Summe beider 
Gleichunsen, so wird 

oder auch, weil — x) = — ^j: ist. 

Wenn man hier iriedttr die GUedm* zusammennimmt« < welche die 
Cosinus der Gleich-VieUkdi^ Ton x enthalten, so gelangt man endlich 
zu der Gleichung 

(R\ « _ o (r'^-r ~) ^<^ <r(l+g^^)cos(2*-l)a: 

wo für ^Xt sein Werth aus N. 9 In $. 210 einzusetzen ist Die halbe 
Differenz der erwähnten Gleiehunfen liefert ebenso den Werth von a. 
Die Reihen für die Cosinus der noch« abrigen vier Winkel werden 
ganz auf dieselbe Weise gebildet und sind ganz ähnlidi gestaltet wie 
die letzte. 



Drttckfebler - Verzeiohiufis. 



19 Zeile 2 v. o. lies statt 

25 - 11 V. 0. - statt ,*^+» ' 

26 N. 6 - q"^"^^ statt q'+^ 

28 Zeüe 6 v. u. - statt q"""^ 

29 - 5 V. u. - 2n4-] statt 2n— 1 
dl • 8 V. Q, - und Btatt oder 

82 - 11 T. 0. ' 16 itatt f. 15 

84 - la 0. - ttwtt 

38 - 14 0. - rtiitt (tf+4X*+!r) 

60 : 7 T. o. • §. 26 statt §. 62 ' 

52 - 14 V, 0. - X statt X 

54 - 6 V. u. - 14-% s*Ätt 1 — tg 

68 - 4 o. - — i statt n 

€8 N. 2 ■* cosjp+fl' statt coBx — 9* 

N. 3 - 2flC082ar statt 2zcos2s 

75 Zeile 8 v. u. - sin«, statt sin« 

80 N. 2 - tg\asin(p^ statt tg^j/zsin^j 

81 Zeile 6 t. o. - o,\7i,ln statt 0,4« 

84 • 6 o. - A*-" «tatt »0-» 

85 • 2 o. ' N. 24. N. 25 statt N* 21. N. 22 

86 N. 1 - " statt » 

tn 

07 ZeUe 1 v. u. - (— l)"* statt (—1)* 
103 - 6 u, - 0=^71 x~y ötivtt a=:\7T 
107 N. 9 - im Nenner sin(« ß) statt sin(a+/S) 

Zdle 4 T. «. - ffas-« «tatt 0w+y+« 

71 TT 

III - 4 Y. u. - vT// V*«* 
US N. 8 - £± statt 

71 TT 

N. 9 - :iV" ^^^^^ 

115 üeile 11 V. 0. - 4ÖoV*-. statt 4/a:.. 

124 N. 8 ' - ^cosac— 4 statt ico8a-|-4 

125 Zeile 5 v. u. - (p statt y 

126 - 6 0, - V statt y 

187 - 8 T. tt. - 1+4^," statt 42;*' 

2 v.u. - ?*«i4-4^,'-8t«ttH«a;'' 

139 " IX o. - H'00 statt I "^x 
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1« - 10 T. O. - 



AUW } «a Ende dw Zeile etehen und nldit rvtill % 
12 o. lies 



144 

152 

154 
156 
157 



175 N. 9 



1 ▼* lt. 



1 T. U. 

3 «. 

4 0. 
7 ▼. n. 



- 176 Zefle 18 tt. 



177 
179 



- 188 

- 204 

" 205 



906 - 

918 - 
918 - 



S91 



229 - 

2eo • 

261 - 

263 . 

265 - 

266 - 

275 - 

276 . 
859 N. 8 
897 - 



10 T* 0. 

8 T, lt. 

9 V. a. 

9 T. m. 

8 T« n. 

1 V. 0. 

9 T. O. 

6 Y. u. 

4 T. Q. 
8 T. O. 

4 T. Q. 

8 T. o. 

9 Y. o. 

9 V. u. 
8 y. u. 

5 T. u. 

6 Y, n. 

6 T. O, 

4 r. u. 

5 V. u. 

5 V. 0. 

8 V. o. 
12 y. u. 

.7 T. n. 



ß ß 

• tgyn stett tgtjrt* 

' Bin\tp* Btatt ^1/»' 
/-f/cos« statt 1-f-looea 

- Vli sUtk 

- ftet« ^^2. statt ^ 

- (7.) sUtt (4.) 

' (8.) {. 109 etott (8.) 

- (5.) etirtt (8.) 

- ^,^^^Btatta,!..i 
' 9Ä'''»*'» 

• — : statt — 

2k' 2k 

• y statt iitt}^ 

- Ob »tatt ^ 

• 2te 8t«tt 

' /(oHh«) ei«tt Jeetilf[ei:«) 

na Q , 

- N. 3 statt N. 1 

- 4*' statt 4k 

- (l-n<) statt ilfnt) 

• i/'Ä[ statt yT 

e — a 



ri 

i 



'S.' 



»tott — - 
»— « » 

- f statt jr, 

- ^' statt ' 

- Ä(o) sUtt Ä(a?) 

- (ar— statt (af-a)"+* 

- . statt 

- tgi: statt |. Zeile 16. v. o. lies f statt ^. 

- A»* stett hx. 
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bargeuelit uub faeacbeitet 
Den 

' mit |»Bn i 8 it T e « t a f e I II. 



v>on 



Ä u f ^ a B e « 

aus ber 

Se^re tooiit ©roßten unb ^leinften* 

Gearbeitet nnb bctautgegebot 

toon 

a. »Dbc unb ®. 2fif(^er. 
SWit fc(^8 Pftfiutentafelii. 



toon 

Unter 3ÄtttoitIung bcö Dr. ^. SieBer 
bflarbettct nnb bcrandgegeien 

von 

mit a^t $t(|ttveittiifelii. 
9^. IZ^tt. 74e0r. 



Digitized by Google 



Elemente 

der 

analytischen Geometrie 

der 

Ebene 

von 

F. •'oachliusthal. 

Mit acht Figurentafeln. 
Geh. 1 Thlr. 6 Sgr. 



Handbuch 

der 

Kugelfunctionen 

von 

£• Heiiie« 

Geh. 1 Thlr. 25 Sgr. 



n 



A. Ii. erelle'i» 

I^^chentafel 

welche 

alles Mullipliciren und Dividiren 

mit Zahlen unter Tausend 

be. grosseren Zahlen al,er die Rechnung erleichtern und sicherer machen. 

Zweite Stereotyp -Ausgabe 
mit einem Vorwor te 



von 



C. firemiker. 

Gebunden 5 Thlr 



.•7 



Digitized by Qpog 



